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Abstract

在含有 pre-Botzinger 的啮齿动物骨髓切片的实验结果中确定了基于持续钠电流 INaP 和细胞内 Ca2+ 的多

种簇放电机制。分析 pre-Botzinger 模型簇放电的经典双时间尺度方法将 INap 视为失活变量、钙浓度以及 IP3

的 ca2+ 依赖失活视为慢变量，并将其他变量视为快变量。然而，根据其时间过程，在记录和 pre-Botzinger神经
元模型中观察到一种新的混合簇放电 (MB) 解，涉及至少三个时间尺度。在这项工作中，我们考虑了一个 pre-
Botzinger 吸入神经元的单房室模型，该模型可以同时表现出 INaP 和 Ca2+ 振荡，并有能力产生 (MB) 解。我
们使用动力系统理论的方法，如相平面分析，快慢分解和分岔分析，来更好地理解 (MB) 模式背后的数学机制。
令人惊讶的是，我们发现，产生混合簇放电解并不需要第三个时间尺度。通过时间尺度的分析，我们还阐明了

如何调整 pre-Botzinger 神经元模型以提高 (MB) 解的鲁棒性。
关键词: 多时间尺度; 簇放电; 呼吸神经元; 持续性钠电流; 钙离子

1 引言

哺乳动物脑干的 pre-Botzinger 中的某些神经元在呼吸阶段表现出簇放电活动，这已被实验和计算广泛研究。在 pre-
Botzinger 中发现了两种不同的簇放电机制，分别取决于持续钠电流（INaP）或非特异性阳离子或 CAN 电流（ICAN）。

后者被来自树突的细胞内 Ca2+ 激活，在树突中，它可能受到突触输入和细胞内钙存储的影响，并受到 IP3 受体的调节

（Mironov 2008）。受这些实验结果的启发，Toporikova and Butera（2011）开发了一个基于双房室电导的 pre-BotC 神经
元模型（TB 模型），该模型包括 INaP 依赖体细胞簇放电和树突状钙振荡，这些激活了 CAN 电流，从而促进胞体电压动
力学。该模型不仅产生两种，而是三种簇放电；除了依赖于 INaP 的体细胞簇放电和 ICAN 依赖的树突簇，它产生依赖于
胞体-树突的簇或依赖于两种电流的混合模式，而且在实验中也可以看到（例如，Dunmyre 2011）。本文的重点是分析这种
混合簇放电模式背后的机制，阐明产生它所需的时间尺度，并确定可以增强其鲁棒性的参数变化。

pre-Botzinger中的神经元似乎具有电子紧性（Dunmyre等人 2011；Del Negro等人 2011），当 Toporikova and Butera
模型（TB 模型）被简化为一个房室时，出现了定性相似的动力学。因此，Park 和 Rubin（2013）使用了这种降维，研究
了具有 NaP 和 CAN 电流的单房室 pre-Botzinger 模型，以及细胞内钙振荡，激活了 CAN 电流，但其本身独立于体细胞
电压，就像之前的计算和实验工作一样（Mironov 2008；Toporikova and Butera2011）。该模型的动力学由以下方程表示：
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x∞(V ) =1/ (1 + exp ((V − θx) /σx)) , x ∈ {m,mp, n, h}

τx(V ) =τ̄x/ cosh ((V − θx) /2σx) , x ∈ {n, h}

f([Ca]) =[Ca]nCAN/ (KnCAN
CAN + [Ca]nCAN)
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在系统（1a）-（1e）中，V 表示电压，n, h 是电压依赖的门控变量，[Ca] 是细胞内钙浓度，l 表示未失活的 IP3 通道

的比例，反映了细胞质和内质网（ER）的钙通量 JERin, JERout。模型组件的其他描述以前已经给出过（Toporikova and
Butera 2011；Park and Rubin2013）。
该系统的默认参数值及对应单位见表 1。我们将系统（1a）-（1e）作为完整模型。根据 Park 和 Rubin（2013）中使用

的术语，我们将（1a）-（1c）称为胞体子系统，（1d）-（1e）称为树突子系统；然而，我们强调这是一个单房室模型，因
此只包括一个电压变量。胞体子系统，gCAN = 0，是基于早期 pre-Botzinger 模型（Butera 等 1999），可以在没有峰值的
静息之间切换，第二种形式的活动称为方波簇放电，其中镜子阶段缺乏电压峰值规律性交替和活跃的阶段，第三个活动模

式包括不间断持续的峰值，取决于参数的选择。树突子系统变量 ([Ca, l]) 作为弛豫振荡器。在整个系统中，钙仍然独立于

胞体活动模式，([Ca], l) 的动力学影响 (V, n, h) 的动力学；参数 gCAN 控制耦合强度。

与 TB 模型（Toporikova 和 Butera 2011）类似，完整的模型（1a）-（1e）可以产生两种类型的内在簇放电行为，这
取决于所选择的参数值。一种类型的簇放电（胞体簇）依赖于持续的钠电流失活，而另一种类型的簇放电（树突状簇）依

赖于细胞内的 Ca2+。[IP3] 和 gNaP 是两个关键参数，可用于将簇放电机制从一种类型转换到另一种类型（Toporikova 和
Butera2011；Park 和 Rubin 2013）。具体来说，[IP3] 的水平决定了 ([Ca, l]) 系统是表现出稳定的稳态还是稳定的振荡，而

[Ca] 和 gNaP 都影响胞体子系统的动力学。在这两种极端情况下，簇放电是由胞体膜特性或 Ca2+ 振荡单独驱动的。然而，

在 (gNaP , [IP3]) 参数空间的某些区域，这些机制相互作用产生了胞体-树突簇放电模式。图 1 显示了三种类型簇放电。
Park 和 Rubin（2013）中最有趣的胞体-树突簇放电模式是当 [IP3] = 0.95 和 gNaP = 2 时产生的（图 1 底部）。这

种模式由短簇序列分隔的长簇组成，并通过实验观察到（Dunmyre 等. 2011）。为了方便起见，我们将这些解称为混合簇
（MB）解。数值模拟结果表明，系统（1a）-（1e）的 MB 解对 [IP3] 和 gNaP 等参数值的变化，时间尺度参数的变化以及

时间尺度分离的变化都相当敏感。
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Table 1: 方程（1）和（2）给出的 pre-BotC 模型的参数值。
Parameter values

Cm 21pF gNa 28nS σh 5mV LIP3
0.37pL ·ms−1

VNa 50mV gK 11.2nS τ̄n 10 ms PIP3
31, 000pL ·ms−1

VK −85mV gL 11.2nS τ̄h 10, 000 ms KI 1.0µM
VL −58mV gNaP 2nS KCAN 0.74µM Ka 0.4µM
θm −34mV gCAN 0.7nS nCAN 0.97 VSERCA 400aMol · ms−1

θn −29mV σm −5mV [IP3] varied, µM KSERCA 0.2µM
θmp −40mV σn −4mV [Ca]Tot 1.25µM A 0.001µM−1 · ms−1

θh −48mV σmp −6mV KCa 0.000025pL−1 Kd 0.4µM
σ 0.185

由于一个常规的簇放电解需要至少两个时间尺度，因此很自然地期望 MB 解涉及一个渐进的突发时间进程，可能需要
第三个时间尺度。在本文中，我们的目的是更好地理解 MB 解的动力学机制（Park 和 Rubin 2013），并确定生成这个解
决方案涉及什么时间尺度的混合。更一般地说，我们试图分析哪些时间尺度的组合可以支持 MB 解决方案，以及是否可以
调整完整的模型以使 MB 解决方案更健壮，这与在实验中看到的事实相对应（Dunmyre et al. 2011）。
为了达到这个目标，我们将无量纲化的方程式来揭示不同时间尺度的出现；确定如何对存在的时间尺度进行分组（特

别是使用两个或三个类）；基于时间尺度的分离建立简化的系统；并使用简化的系统来解释 MB 解的动态机制。
通过在完整模型中揭示 MB 解模式的机制，我们推断出什么时间尺度组合通常可以支持 MB 的解，并得出结论，在

这个模型中生成 MB 解实际上并不需要第三个时间尺度。在我们的分析过程中，我们还获得并说明了关于如何调整完整
模型以使 MB 解更加健壮的重要见解。

2 方法和初步分析

因为树突系统（1d）-（1e）独立于方程（1a）-（1c）的演化。可视化其零斜线是有用的，即在相平面上 d[Ca]/dt = 0

和 dl/dt = 0 曲线。使用我们的默认参数值（表 1），[Ca] 的零斜线为三次曲线，l 的零斜曲线为 sigmoid 型（图 2A)。树
突子系统产生弛豫振荡，包括在 [Ca] 零斜线交替的分支之间跳跃，在 ([Ca], l) 平面沿这些分支的漂移（图 2A)；相对于
缓慢漂移，跳跃似乎是快速的。

由于胞体子系统（1a）-（1c）受树突子系统的影响，而胞体子系统包含两个以上的变量，所以检查胞体子系统的零斜
线并不那么有用，因此我们基于快-慢分解的方法将视野转向了分岔图。

2.1 快慢分解和分岔图

在经典的快-慢分解方法中，已广泛应用于神经科学模型（见 Rinzel 1987；Rubin and Terman2002；Ermentrout and
Terman2010），模型系统中的变量被识别为快或慢，这取决于它们进化的速率。用慢变量冻结的方法去分析快变量的行为。
一旦快动力学的吸引子被确定，就会考虑慢变量沿着快子系统吸引子移动的动力学。如果这个族终止，那么快动力学将再

次用于识别所到达的下一个快子系统吸引子。实际上，有趣的解通常涉及多个快和慢的成分。与这些快动力学和慢动力学

时期相对应的轨迹段被连接成一个奇异解，它代表了在慢变量的变化率趋近于零的极限附近的实际解的估计。

标准分岔图表示系统的分岔参数取一些值时候的平衡和周期轨道，以及分岔与这些结构的存在和稳定性的变化（Stro-
gatz2014；Guckenheimer and Holmes2013；Shilnikov 等人，2001 年）。例如，在第 3.4 节中，我们将考虑一个树突子系
统的余维 1 参数图，并将 [IP3] 作为一个分岔参数进行处理。对于具有单个慢变量的系统，完成快慢分析的一种方法是将

慢变量作为一个参数，计算快子系统关于该变量的分岔图（Rinzel 1987；Izhikevich 2000），然后考虑慢变量的动力学如何
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Figure 1: 整个系统 (1)-(2) 簇放电解的时间序列。该模型产生 (A) 胞体簇（[IP3] = 0.9µM �gNaP = 2.5nS）(B) 树突簇放
电（[IP3] = 1.2µM �gNaP = 1nS）和 (C) 胞体树突簇放电（[IP3] = 0.95µM �gNaP = 2nS），其他参数值如表 1 所示；所有
模式都周期性重复。

Figure 2: 两个子系统（1a）-（1c）和（1d）-（1e）的基本结构，参数值如表 1 所示，但没有耦合，并与 [IP3] = 1µM 相

连。(A): 树突子系统（1d）-（1e）的 [Ca]（红色）和 l（青色）的零斜线。该子系统的吸引周期轨道用黑色表示（顺时针
方向的流动以递增的顺序通过有编号的区域）。黄色符号表示求解轨迹上的关键点（星形：1 阶段开始；圆号：2 阶段开始；
正方形：3 阶段开始；三角形：4 阶段开始）。(B): 投影到胞体子系统的分岔图的（h，V）空间上，并以青色表示。曲线 S
（黑色）表示方程式（1a）-（1b）的不动点。以 h 作为一个常数参数，蓝色曲线表示沿周期族 (P) 的最大值和最小值的 V。

S 和 h 的零斜线相交于完整模型 (1) 的一个不动点，并被标记。(C): 将模型 (5) 的簇轨迹（黑色）投影到 c = 0.0171 固定
生成的胞体子系统的分岔图上，以及 h-零斜线（青色）。蓝色虚线和红色虚线分别表示较低的折点和同宿分岔发生的 h 值。
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沿着图中的结构移动生成轨迹。

在这种情况下，对胞体子系统（1a）-（1c）的快慢分解分析的第一步可以通过将最慢的变量 h 作为另一个快模型

（1a），（1b）的分岔参数来完成。由此得到的分岔图（图 2B) 包括等式 (1a), (1b) 的 S 型平衡曲线和一族稳定周期轨道
(P)。S 转换方向的分岔称为鞍结点分岔或折分岔。P 族开始于一个同宿（HC）分岔，其中方程（1a），（1b）有一个同宿
轨道，当时间 t 趋向无穷大时，它收敛到 S 的中间分支上的一个称为同宿点。当 h 大于这个值时，P 族持续存在，直到
它在周期轨道（SNPO）的鞍结分岔中终止，这发生在 P 与不稳定周期解的第二个族合并的地方。这个不稳定轨道族诞生
于一个亚临界的 Andronov-Hopf（AH）分岔中（亚临界性是指不稳定轨道从分岔点发出）。我们有时将 hAH , hLF 和 hHC

分别称为 AH,LF 和 HC 分岔发生时的 h 值。
为了完成快-慢分析，我们接下来考虑相对于这个分岔图的 h 的动力学。h 的演化取决于其零斜线的位置，这是依赖于

v 的。如果 h-零斜线在其较低的分支上与 S 相交，则该交点是整个模型的稳定平衡点，因此整个系统表现出静息状态。如
果交点位于 S 的中间分支且低于同宿点，那么整个系统展现出方波簇放电（Rinzel 1987），包括缓慢向 S 分支的右端移动，
快速跳下折点，沿着 P 快速振荡且伴随着 h 缓慢移动到左边，和快速跳回 S 附近的分支。这种方波解的一个例子，叠加
在下面第 2.3 节中的无量纲化模型 (5) 的相关分岔图上，见图 2C。最后，如果交点位于 S 中间分支的同宿点之上，则整
个系统表现出称为单峰的持续振荡。h-零斜线和 S 的交点的位置取决于参数的值（例如 gNaP �gton）。
在具有 3 个不同时间尺度的系统中，也可以使用时间尺度分解（Nan et al. 2015）。我们将在模型 (1) 中出现的三个

广泛的时间尺度命名为快，慢和超慢。注意，对于胞体子系统的快慢分解，它的 h 是慢还是超慢并不重要，只要它比其他
变量 V 和 n 慢得多就可以。

Figure 3: （h，[Ca]) 参数空间中分岔图（图 2B) 下部对应的同宿分岔曲线（红色）和鞍形分岔曲线（蓝色）。

2.2 双参数分岔图

假设在前一节所述的关于参数 p1 生成的单参数分岔图中，发生了一个特定的分岔，例如在 p1 = pc1 处。一般来说，

虽然不总是这样，但可以预期，如果另一个参数，比如 p2，受到少量的扰动，那么在靠近 pc1 的某些 p1 值仍然会发生分

岔。当这一点成立时，我们可以在这个分岔发生的 (p1�p2) 平面上追踪一条数值曲线，所得到的图称为双参数分岔图。如
果对每个固定的 p2 发生变化时出现多个分岔，那么我们可以在双参数分岔图中包含多条曲线。

例如，通过将 [Ca] 作为等式（1a）-（1b）的第二个分岔参数，在 (h�[Ca]) 中单参数分岔图的 HC 和 LF 点如图 2B
所示，我们得到 (h�[Ca]) 空间中的双参数分岔图。

我们将在我们的分析中大量使用双参数分岔图，因为他们可以帮助我们确定双慢变量是如何影响快变量的动态变化，

他们可以告诉我们变化的参数与时间尺度如何 0 促进或协调混合簇（MB）解的存在。首先，作为我们的主要分析之前的
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最后一个步骤，为了更好地证明快-慢分解方法并清楚地识别其中存在的时间尺度，我们对整个系统（1a）-（1e）进行了
无量纲化。

2.3 时间尺度的无量纲化和简化

我们的分析将在很大程度上依赖于不同时间尺度的存在。作为第一步，重新调整变量是有帮助的，以便可以明确地识

别重要的时间尺度。为此，我们定义了新的无量纲变量 (v, c, τ ) 以及电压、钙和时间尺度分别为 Qv, Qc 和 Qt，这样

V = Qv · v, [Ca] = Qc · c, t = Qt · τ.

这里 n, h 和 l 在方程 (1) 中已经是无量纲的。
无量纲化程序的细节，包括 Qv, Qc 和 Qt 的适当值的确定，在附录 B 中给出。从这个过程中，我们得到了一个无量

纲系统的形式

Rv
dv

dτ
= f1(v, n, h, c)

Rn
dn

dτ
= g1(v, n)/tn(v)

Rh
dh

dτ
= h1(v, h)/th(v)

Rc
dc

dτ
= f2(c, l)

Rl
dl

dτ
= g2(c, l)

参数 Rv, Rn, Rh, Rc 和 Rl 在方程 (9) 中给出, 其中，函数 f1, f2, g1, g2, h1, tn 和 th 在等式（10）中指定，两者都出现在附
录 B 中。除了 1/tn 和 1/th 外，这些方程右边的所有函数的大小都是 O(1)。我们使用符号 O 来表示一个数量级的估计：
x ∼ O (10n)，其中 n 是最接近于 log(x) 的整数。表 1 中给出的参数值产生 Rv ∼ O(1), Rc ∼ O(10) 和 Rl ∼ O(1000)（注

意这些值如早期的工作（Toporikova and Butera 2011；Park and Rubin 2013），除了我们将 A 从 0.005µM−1 · ms−1 减小

到 0.001µM−1 · ms−1 以阐明时间尺度分离）。

为了在附录 B 中获得 x ∈ {n, h} 的 Rx = 1
Qt·Tx

，我们遵循了比例因子 Tx = max (1/τx(V )) 的标准程序，其中 τx(V )

出现在系统 (1) 中。然而，这些因素最终都是有问题的，因为 1/τn(V ) 和 1/τh(V ) 都在很大程度上依赖于电压。具体来说，

图 4显示了 1/τn(V )和 1/τh(V )在 V ∈ [−60, 20]范围内的图 [−60,20]。该图表明，1/τn(V )从 0.1 ms−1 到 about 20 ms−1

变化，1/τh(V ) 从 0.0001 ms−1 到 0.04 ms−1 变化。根据 Tx 的定义，我们得到了 Tn ≈ 20 ms−1 和 Th ≈ 0.04 ms−1。因

此，项 1/tx(V ) := 1/τx(V )
Tx

出现在等式中的 n 和 h 方程 (4) 的右侧，从 O(0.001) 到 O(1) 不等。然而，无维度要求右侧为

O(1)。因此，分别基于 Tn 和 Th 的 Rn 和 Rh 不能捕获 n 和 h 的时间尺度。换句话说，由于 n 和 h 的演化速率依赖于电
压 V (t)，这些变量在一个解的不同阶段会有不同的时间尺度。作为解决这个问题的第一步，我们通过在 (1) 中设置这两个
函数 τh(V ), τn(V ) 为常数，暂时消除了 n 和 h 的时间尺度对电压的依赖。因此我们得到了下面的无维全模型，我们叫做
常数 τ 模型：

Rv
dv

dτ
= f1(v, n, h, c)

Rn
dn

dτ
= g1 (v1, n)

Rh
dh

dτ
= h1 (v1, h)

Rc
dc

dτ
= f2(c, l)

Rl
dl

dτ
= g2(c, l)
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所有变量的相对速率

Rv = O(1), Rx = τx
Qt

= O (τx) , x ∈ {n, h}
Rc = O(10), Rl = O(1000).

从等式 (6) 我们得出结论，v 在快时间尺度上演化，c 在慢时间尺度上演化，l 在基线参数值的超低时间尺度上演化，
尽管 Rv, Rc 和 Rl 的值可以通过改变 Cm,KCa 和 A 的值来改变，如附录 B 中等式 (9) 中所示. 在等式中出现的常数 τn

和 τh（6b），它控制着 n 和 h 的时间尺度，需要被确定。为了开始我们的分析，我们将设置 [IP3] = 1µM，尽管我们将在

第 3.4 节中再次改变它。对于表 1 中固定的其他参数值，这个选择确保了树突子系统作为一个标准的弛豫振荡器，且简化
零斜线相互作用。

为了分析方程 (5) 的动力学特性，我们的方法是使用快慢分解，将 h 作为胞体子系统（5a）-（5b）的分岔参数，并考
虑树突系统 (c, l) 对分岔图的影响，在某些情况下，使用双参数分岔图（第 2.2 节）。接下来，我们将首先确定由 τn 和 τh

控制的 n 和 h 在方程（5）中需要什么时间尺度来生成一个 MB 解，而其他时间尺度在等式中指定；其次，我们将确定哪
些时间尺度可以在不丢失 MB 解的定性特征的情况下组合；第三，我们将推断出哪些时间尺度的组合可以支生成 MB 解。
为了方便起见，我们今后将省略参数值的单位。

Figure 4: 函数为 (A) 1/τn(V ) 和 (B)1/τh(V )。注意面板之间垂直比例的差异

3 结果

系统 (4) 是一个单房室 pre-BotC 神经元模型（Park 和 Rubin 2013）的无量纲版本，该模型来自早期的双房室模型
（Toporikova and Butera 2011）。该系统显示出 v（快），c（慢）和 l（超低）之间的时间尺度的明显分离，如第 2.3 节所述。
为了用快慢分解方法分析系统（见 2.1 节），我们还需要明确分离 n、h 和其他变量之间的时间尺度。然而，这种分离是缺
乏的，因为速率因子乘以门控变量的方程取决于电压。在我们解决这个问题之前，我们考虑调整后的系统 (5)，τn 和 τh 常

数，我们暂时将 n 视为一个快速变量，将 h 视为一个慢变量，这在过去 Butera 模型的研究中提出，如 Best 等人（2005）。
为了解释模型的动力学机制，我们将各种二维投影连接起来，每个投影分别对应于某个参数的单参数分岔图、双参数

分岔图或一个振荡器的相平面（第 2 节）。由于（c，l）的振荡独立于（v，n，h），因此从一个由慢-超低振荡驱动的快-慢
系统的角度来考虑该系统是有用的，（Nan 等人，2015 年）。在整个系统中，有三个慢/超低变量 h，c 和 l。l 的变化会间
接影响胞体子系统（5a）-（5c），由于 s 和 c 耦合，c 和 v 耦合，l 在 v 的方程中没有出现。因此，如果我们将所有慢变量
或超慢变量作为分岔参数，那么在研究体细胞子系统的动力学时，只考虑 h 和 c 就足够了（Park 和 Rubin 2013）。利用
这两个参数，可以将 h 作为分岔参数，用于胞体子系统的几何分析，并考虑 c 对由此产生的分岔图的影响。我们不是直接
使用 c，而是遵循 Park 和 Rubin（2013）的做法，选择 gCANTot = gCANf(c) 作为分岔参数，其中 f 是等式中 c 的 Hill
函数，在方程 (2c) 中给出。
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3.1 常数 τ 模型在一定条件下产生 MB

通过对 τn 和 τh 值范围内的常数 � 模型 (5) 的模拟，我们发现在选择 τn = 5 和 τh = 100 情况下，(5) 得到一个 MB
解，其时间序列如图 5A 所示。在这种情况下，h 在一个超低的时间尺度上演化，与 l 相当。为了将这个结果推广到其他
参数值，我们试图推导出 MB 模式发生的条件。

3.1.1 来自树突子系统的耦合影响了胞体子系统的分岔图

作为第一步，我们研究了等式 (5) 中的耦合效应。当 gCAN = 0 时，常数 τ 模型解耦成两个系统，每个系统都具有多

时间尺度结构。对于我们所选择的参数值，非耦合系统的分岔结构和零斜线定性地如图 2 所示。由于我们的系统中的耦合
是单向的，所以 (c, l) 中的振荡与 gCAN 和 (v, n, h) 子系统的动力学无关。由于 c 是慢的，而 l 是超低的，这些都是弛豫
振荡，可以用快-慢（或者在这里，慢-超低）分解来描述。具体来说，振荡包括通过静息阶段的超低偏移（图 2A，1），从
c-零斜线到活动阶段的缓慢跳跃（图 2A，2），通过活动阶段的超低偏移（图 2A，3），以及回到静息阶段的缓慢跳转（图
2A，4）。
相比之下，如果 gCAN > 0（例如，图 5A 中的 gCAN = 0.7），则 (v, n, h) 子系统依赖于 gCAN 和 (c, l) 振荡。耦合

效应的一个例子见图 5B：洋红色（分别为蓝色）曲线表示 c 在 0.0171（分别为 1）时得到的胞体子系统的分岔图，我们
可以看到，随着 c 的增加，分岔图将向左偏移。这种变化包括图中相关分岔的运动，即较低的折点（LF），同宿态（HC）
和 Andronov-Hopf（AH）分岔；也就是说，分岔点 hAH , hLF �hHC 依赖于 c。
为了推广这一观察结果，我们考虑了 (v, n) 子系统的双参数分岔图，其中我们使用 h 和 gCANTot 作为分岔参数（第

2.2节）；见图 5C。此图中的红色（蓝色）曲线是 HC（LF)分岔曲线，它终止了（启动）每个簇放电，如前所述（第 2.1节）。
由于 gCANTot 的增加使分岔图向 h 减少的方向移动，因此 LF 和 HC 曲线在 (h, gCANTot) 空间中都呈负倾斜。这两条

曲线最终相遇，对应于发生在 S 拐弯处的同宿曲线（也称为 SNIC 分岔（Shilnikov et al. 2001；中心和 Terman 2010））。

3.1.2 低钙允许小的簇放电，钙的跳跃终止了簇放电

将完整模型 (5) 的轨迹叠加到双参数分岔图上，使我们能够理解 MB 解中较小的簇放电是如何发生和终止的。回想一
下，对于 c 固定在 0.0171，胞体子系统产生一个小的方波簇放电，如图 2C 所示，对应于 MB 解的第一个簇开始时的值
（靠近图 5a 中黄色的星星），在阶段 1 中具有 (c, l) 振荡。在每个簇放电周期中，轨迹从 S 的较低折点处演化，在那里它跳
跃到更高的 v 并开始振荡，到 HC 分岔处，振荡结束，然后回到折点；换句话说，h 每个周期相同的值区间内演化两次。

在图 5C 的双参数分岔图中，这对应于一个从 LF 到 HC 再回到 LF 的轨迹段。现在，如果 c 没有固定下来怎么办？
只要 (c, l) 保持在第 1 阶段，我们就有 f2(c, l) = 0。因此，快-慢分解告诉我们，较慢的 l 动力学控制着这个子系统，

进化发生在一个超低的时间尺度上。因此，在第一个相对较短的簇放电期间，c 只增加了少量。因此，对应于第一个小的
簇放电的开始和结束的 c 的分岔图彼此非常接近。因此，可能会发生另一个小的簇放电。事实上，我们从图 5C 中可以看
到，直到 (c, l) 系统离开第一阶段（图 5c 和 a 中的黄色圆圈），LF 和 HC 之间仍然存在一个间隙，轨迹可以继续在这些
曲线之间来回传递，产生小的簇放电。

当轨迹通过黄色圆圈进入第 2 阶段时，f2 = 0 不再适用，流从“超低”切换到“慢”。更准确地说，是 c 坐标跳到了
慢时间尺度上，而 h 仍然在超慢时间尺度上。双参数分岔图显示，c 的跳跃，或相应的 gCANTot 的跳跃，将系统从 LF 和
HC曲线之间的方波簇放电区域中拉出来。在 (h, gCANTot) 空间中的轨迹在 gCANTot 跳跃之前有 6次达到 LF和 HC曲
线，这与 6 次小簇放电的存在相对应（见图 5A）。事实上，由于 l-零斜线靠近 c-零斜线的左膝，正如附录 A 的注释中所
讨论的，跳跃是渐进的；第七个小簇放电实际上发生在跳跃的最初部分（就在图 5a 中的黄色圆圈之后），随后是第八个小
簇放电的开始。然而，在奇异极限下，这种额外的簇放电将丢失，所有小的粗放到将发生在阶段 1 内。

3.1.3 短簇放电之后是一个长时递增簇放

当 c 的跳跃发生时，它诱发了一个更高频率的脉冲簇放电，脉冲振幅逐渐增加（图 5A）。频率的增加是因为轨迹远离
HC（或 SNIC）曲线，这与缓慢的振荡有关。这种偏差是因为 h 是超慢演化的，在阶段 2 几乎保持不变，而 c 则在慢时间
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Figure 5: 对 τn = 5, τh = 1000, [IP3] = 1 等参数值，模拟 (5) 生成的 MB 解，以及相应的分岔图，如表 1 所示。圆圈中的
数字和黄色符号对应于（c、l）振荡阶段和它们之间的过渡点，如图 2a 所示。(A): v 时间演化 (B)c 对（v，n）系统的分
岔图的影响，投射到（h，v）空间，以及 h-零斜线（青色）。将 c 从 0.0171 增加到 1，会导致分岔图向左偏移（洋红色到
蓝色），并将同宿分岔转换为 SNIC。(C): 同宿分岔曲线（红色），即 (h�gCANTot 参数空间中分岔图（蓝色）和轨迹（黑

色）对应的鞍结点分岔曲线。

尺度上演化。换句话说，c 的增加使快系统分岔图中的 HC/SNIC 转移到更低的 h 值（图 5B），而 h 本身几乎没有变化。
因此，轨迹现在在远离 HC/SNIC 的 h 值处振荡。在这个值下，周期轨道的振幅相对较小，在图 5b 中的 AH 分岔附近也
可以看到。一旦 c 的跳跃完成，阶段 3 开始（图 5C，黄色方块），c 再次在超低演化，h 可以逐渐向 SNIC 移动，振荡振
幅相应地沿 P 增长。
最后，当阶段 4 开始时，c 不再在超低时间尺度上追踪 l，而是在慢时间尺度上演化，就像在阶段 2 中一样。因此，c

中的缓慢跳跃将使轨迹远低于 HC/SNIC 曲线（图 5C），因此轨迹进入静息阶段，长簇放电终止。长簇的总体持续时间是
由超低时间尺度设定的，因为 c 和 h 都是在阶段 3 的这个尺度上演化的。在长簇结束后，解返回到我们的起点（图 5A 和
C 中的星号），MB 解的一个周期就完成了。

3.1.4 MB 活动的条件

根据到目前为止的结果，我们已经确定了以下共同产生 MB 模式的条件：
(C1)：在 (c, l) 振荡的阶段 1 产生期间 c 值增加，胞体子系统是一个方波簇，因此在 c 跳到其活跃阶段之前就存在小

的簇放电的解。换句话说，对于小的 c 值 (h�gCANTot) 双参数分岔图（图 5C）在 LF 和 HC 曲线之间一定有一个间隙。
(C2): 轨迹需要多次跨越 LF 和 HC 曲线之间的间隙，每次交叉需要足够长的时间来允许方波簇的发生，因此在长簇

之前有多个小簇；h、v 和 c 的时间尺度应该在方波簇（SW）期间是相关的，这使得前面的分析是可能的。
(C3) 向长簇的过渡是由于 c 上升到活动阶段，这要求 c 在 SW 阶段之后的时间尺度比 h 和 l 快。
接下来，我们使用这三个条件来找到获得 MB 解通常需要的时间尺度的正确组合。
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3.2 一定的时间尺度组合产生了常数 τ 模型中的 MB 解

3.2.1 (C1)→v 和 n 应该在相同的时间尺度上演化

（C1）要求 (v�n�h) 子系统对于小的 c 展示方波簇，这是由 (v�n) 系统的分岔图决定的，其中 h 作为一个分岔参数。请
注意，(v�n) 的分岔图的 AH 值和周期轨道 (P) 分支的位置依赖于 Rv 和 Rn，它们决定了 v 和 n 的时间尺度。因此，我
们研究这两个变量需要什么时间尺度的混合。

Rv 和 Rn 可以分别通过改变两个参数 Cm 和 τn 来改变（见附录 B）。在下面，我们固定 Cm = 21 并改变 τn，以研究

它将如何影响 (v�n) 分岔图，以及在什么条件下胞体子系统可以产生方波簇解。有代表性的结果如图 6A 所示，其中计算
了 c = 0.0171 的 (v�n) 子系统相对于 h 的单参数分岔图。(v�n) 子系统的平衡曲线 S（黑色）和 h-零斜线（青色）都是独
立于 τ 之外的，而周期轨道分支 P 对 τn 的变化很敏感。具体来说，τn 的增加使周期轨道族在 (h�v) 空间中向右移动（图
6A）。

Figure 6: 不同 τn 值的胞体子系统的分岔图。(A): 胞体子系统的分岔图有一个参数，c 固定在 0.0171。从洋红色的曲线
到蓝色再到红色，τn 从 1 到 5 到 10 不等。随着 τn 的增加，AH 和 P 向右上角移动，而 h-零斜线（青色）和 S（黑色）
保持不变。(B): 在 (h�gCANTot) 参数空间中，HC 分岔的两条曲线（红色，τn = 5；绿色，τn=10）。τn= 5 和 10 的 LF
分岔曲线基本相同；两者都与绿色曲线完全重叠，因此在图中看不到单独的实体。水平线表示 gCANTot = 0.116，绿色和

红色曲线在此相交。

对于 τn = 1，周期轨道族几乎是垂直的，如图 6A 中的洋红色曲线所示，并且处于它不会影响吸引解的位置。实际上，
在这样的选择下，常数 τ 模型产生了一个缺乏 v 峰值的解，此时 MB 不存在。具体来说，对于 c 的最小值，h-零斜线和
平衡分支 S 相交于 S 上分支的一个稳定不动点和中间分支的两个不稳定不动点（图 6A）。注意 c 的增加，左边 S（黑色）
和 P（洋红色），不会改变 S 的上分支中平衡点的稳定性。因此，对于 c 值的全部范围，有一个稳定的 (v�n�h) 平衡，轨迹
最终会被这个稳定的平衡吸引，产生 v 的平台电位，而不是峰放电或 MB。
对于 τn = 5（τn = 10）和 c = 0.0171，周期轨道分支由图 6A 中的蓝色（分别为红色）曲线给出。在这两种情况下，

与 τn = 1 不同，随着 h 的增加，在涉及到 S 中间分支的 HC 分岔处产生了一个稳定的周期轨道族，在沿上分支的超临
界 AH 分岔中被破坏。虽然这两个稳定的周期轨道分支看起来非常相似，但它们之间有一个关键的区别。对于 τ = 10，当

HC 分岔碰到 LF 分岔时有一个 SNIC 分岔，此时 c 在最小值处，这个分岔在一个完整的弛豫振荡期间在所有 c 值处都持
续，可以看到图 6B 中的双参数分岔图（绿色曲线）。因此，只有一种峰值解，这违反了 (C1)。对于 τ = 5，c=0.0171（图
6A）的 LF 曲线和 HC 曲线在 h 上有一个间隙（图 6A），持续到大约 c=0.14（图 6B），这导致了需要的方波簇解。因此，
τ = 5 和 Cm = 21 是一个满足（C1）的参数集。

总之，在我们上面讨论过的所有三种情况中，只有 τn = 5(Rn = 5) 可以支持 MB 解。回想一下，我们已经选择了电
压的时间尺度为 Rv 约为 O(1)。为了确定 v 和 n 是否真的可以在不同的时间尺度上进行协调，一个很自然的问题是：我
们能否在不失去 MB 解的情况下使 v 和 n 的时间尺度更加分离？为了解决这一点，我们现在固定了 τ = 5，并允许 Cm 和

h 同时变化，以在 (Cm�h) 参数平面上找到胞体（v，n）子系统双参数分岔曲线，如图 7A 所示。LF 曲线和 HC 曲线分别
用蓝色和红色表示，绿色曲线表示 S 的上分支的 AH 分岔。
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Figure 7: 等式 (5) 的对于 c=0 时（v，n）子系统的分岔曲线。AH 分岔、LF 分岔和 HC 分岔的曲线分别由绿色、蓝色
和红色曲线给出。实心（虚线）的黑色曲线表示胞体子系统的稳定（不稳定的）平衡。（C1）要求对于固定的 Cm，随着

h 的增加，曲线从红色到蓝色再到绿色。(A): (Cm�h) 参数空间与 τn= 5。这两条洋红色的垂直线分别代表 Cm = 12.87 和

Cm = 35.62，其中 LF 和 HC 分岔曲线分别相交，LF 和 AH 分岔曲线分别相交。(B): (τn�h) 参数空间与 Cm = 21。这两

条洋红色的垂直线代表 τn = 2.909 和 τn = 8.116，其解释与 (A) 中的解释相似。

正如我们所看到的，要允许方波簇，我们必须要有 hAH > hLF > hHC。这些不等式存在于图 7A 中两条垂直的洋红
色虚线之间。这些线分别表示 Cm = 12.87 和 Cm = 35.62，在此处出现 SNIC 分岔，LF 和 AH 分岔曲线分别相交。这两
条线将 (Cm�h) 空间划分为三个区域，我们可以从左到右称之为区域 1、2 和 3。我们的分析表明，v 参与了区域 1 中对
参数值的单峰的选择，v 在区域 3 中渐进到一个稳定状态（其他复杂的行为可能发生在较小的参数间隔上，这里不考虑）。
在时间标度参数方面，（C1）要求 v 的时间标度满足 0.4596 < Rv < 1.2721，由 Rn = 5 给出 n。同样地，也有一个有界的
τn 值范围，对于固定的 Cm，分岔曲线可以正确地对齐（图 7B）。换句话说，v 和 n 的速率常数需要一定的差异，但时间
尺度分离的范围是有界的，因此 v，n 确实应该被认为是在相同的时间尺度上进化的，尽管是在不同的速率下。

3.2.2 （C2）和（C3）→ 剩余时间尺度之间的关系

使用（C2）和（C3），我们可以得到其他三个变量 h,c 和 l 的时间尺度之间的关系，这是产生 MB 解所需的。施加
（C3），我们要求 (c�l) 系统作为一个弛豫振荡器，因此 c 的时间尺度由 l 在其静息阶段的时间尺度决定。换句话说，我们
在阶段 1 和阶段 3 有 Rc ≈ Rl。此外，几乎所有的小簇都发生在阶段 1 中，这表明 SW 阶段是在阶段 1 中存在的。因此，
为了考虑（C2），我们在阶段 1 比较 Rh 和 Rl，而不是 Rc。

在（C1）,（C3）和 (6) 的基础上，我们将时间尺度分别设置为 (Rv, Rn) ≈ (1, 5) 和 (Rc, Rl) ≈ (10, 1000)。通过固定

Rl = 1000 和改变控制 Rh 的 τh，我们研究了 Rh 和 Rl 之间的关系对等式 (5) 动力学的影响。通过对 τh 值范围的数值模

拟，我们发现 (5) 在 τh = 1000 时可以生成 MB 解，但当 τh = 90（图 8A）或 τh = 10000（图 8B）时，这种模式消失了。
这些数值结果表明，h 和 l 可能需要以可比的速率演化，以使常数 τ 模型生成 MB 解。
图 8 中的上面一行是 v 的时间序列，下面一行是 (h, gCANTot) 空间中的双参数分岔图，上面一行是解的投影。图 8

的左图显示了阶段 1 中的 Rh = 90 < Rl = 1000 的情况。由于树突振荡在这个阶段遵循 c 零斜线的超慢尺度，h 的进化速
度比 c 快，因此其轨迹只在一个峰值内跨越了 LF 和 HC 分岔的曲线。这个过程将继续进行，直到 c 跳到其最大值（黄色
方块），之后通过第 3.1 节中讨论的机制开始出现更高频率的峰值，并在阶段 4 的 c 下降时终止。因此，峰在整个 c 振荡过
程中持续存在，不能产生 MB 解。在另一种情况下，当 h 在 O（10000）的时间尺度上演化时，h 比 l 和 c 慢，而等式 (5)
生成一个非混合的簇放电解，如图 8B 所示。这个解的产生是由于经过 LF 曲线后分岔的速度太慢，无法到达 HC 分岔的
曲线（见图 8D），轨迹沿 h 减小的方向移动。因此，峰值在 (c, l) 振荡的静息和活跃阶段持续存在，对应于单个簇的活跃

阶段，直到 c 在阶段 4 中缓慢下降，使流低于 HC 曲线，终止了 v 峰放电的发生。另一方面，如果我们固定 Rh = 1000

并减慢 l（例如，Rl = 10000），那么 MB 解就会持续存在，在每个 MB 周期内产生更多的小簇，因为在小簇发生的阶段
会延长；见图 9A。因此，我们得出结论，对于混合簇放电，时间尺度应该满足以下（C2）的细化和扩展版本的条件：
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Figure 8: 当 Rv = 1, Rn = 5, Rc = 10 和 Rl = 1000（模式周期性重复）时，常数 τ 模型和相关分岔图的时间序列。(A)
和 (C)：Rh = 90；(B) 和 (D)：Rh = 10000。上面一行显示 v（黑色）的时间演化；下面一行是 HC 分岔（红色）、LF 分
岔（蓝色）和轨迹（黑色）的曲线，投影到 (h�gCANTot) 参数空间。黄色符号表示树突子系统在不同相阶段之间的过渡点，

如图 2a 所示。(D) 中的圆圈数，表示图 2a 中（c，l）振荡的四个阶段，在 (C) 中被省略了。

Figure 9: MB 动力学与改变的时间尺度。(A)Rh = 1000�Rl = 10000。l 的放缓导致在周期内产生额外的小簇。(B) 对于
Rc = 1�Rh = 1000�Rl = 1000 的 MB 解的两个周期，这样该模型只包含 2 个时间尺度。(C)（v，n，c）系统的平衡曲线
且 h 作为参数，l=0.8。在这个视图中，有 3 条不同的曲线分别对应于 c=0.97（绿色）、c=0.07（红色）和 c=0.02（蓝色），
即 c = 0 和 l = 0.8 的 3 个值。AH 和 HC 点被标记；没有显示从 AH 点发出的周期轨道，以避免图的混乱。(D) 对于
Rc = 1�Rh = 10000�Rl = 10000。请注意，时间轴相对于 (B) 的比例为 10 倍。MB 动力学随 Rh 和 Rl 的持久性，强调 h，
l 确实是在 2 时间尺度模型中的一个独立的、较慢的时间尺度上进化的。
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Figure 10: 函数 1/τn(v)和 1/τh(v)的图，带有默认的和新的选择的 σn, an, σh, ah。(A):默认参数值 (σn, an) = (−4, 0)（蓝

色虚线）或修改后的参数值 (σn, an) = (−5, 0.1)（绿色）或 (σn, an) = (−6, 0.1)（洋红色）。(B): 图中的 1/τh(v) 表示默认

参数值 (σh, ah) = (5, 0)（蓝色虚线），或表示修改后的参数值 (σh, ah) = (7, 0.001)(红色）

（C2）：轨迹需要多次跨越 LF 和 HC 曲线之间的间隙，每次交叉需要足够长的时间来允许方波簇，因此在长簇之前有
多个小簇；要做到这一点，h 相对于 v 和 n 应该足够慢，而 c 在 SW 阶段的演化至少和 h 一样慢。
为了应用上述分析，我们要求 c 比 h 和 l 快，但我们还没有指定多快。到目前为止的讨论表明，如果（C3）成立，并

且我们加快了 C，那么我们就不影响（C1）、（C2）或（C3）。事实上，只要保持 (c�l) 振荡的松弛特性，c 的时间尺度决定
了 c 发生的跳跃速度有多快，从而决定了从小簇到长簇的过渡速度，不会影响 MB 模式。这一说法得到了模拟结果的支
持，如果我们使 Rc ≈ O(1) = Rv，使 c 在与 v 相同的时间尺度上演化，MB 模式仍然发生，如图 9B 所示。

3.2.3 总结:MB 需要两个而不是三个独立的时间尺度

我们总结了表 2 中关于 MB 动态的时间尺度的选择。如果 MB 确实是一种三时间尺度的动态形式，那么我们应该能
够将变量分成三个时间尺度类，并在保持 MB 解的同时尽可能地扩展时间尺度。然而，事实并非如此。事实上，当我们使
（v，c）和 n 更分离时，MB 解就会分解。因此，在时间尺度分解中，时间尺度应被视为分为两类，如表 2 所示。

Figure 11: 如图 10B 所示的 τn(v) 对应的胞体子系统的分岔图，以及 h-零斜线（青色）。其他颜色编码与图 10A 相同。

这一分组得到了另外两个观察结果的支持。首先，如果我们考虑（v，n，c）作为快变量，并计算快子系统相对于 h 的
分岔图，类似于图 2B，我们得到了一个类似的结果，例如图 9C。(实际上，如图 9C 所示，有一个细微的变化：因为在某
个范围内对于固定的 l，c = 0 有三个解，如图 2A 中的红色零斜线所示，我们得到了三个 S 形的平衡点曲线，每个曲线
都有自己的 AH、HC 和 LF 点，而不是一个。l 的演化调制了这些曲线，就像 c 在图 5 中缓慢调制了分岔曲线一样，但总
体 MB 动力学保持相似，如图 9B 所示，可以用类似的论点来理解。) 第二，当我们夸大了在这两个类之间的分离时，MB
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解仍然存在（图 9D）。因此，我们得出结论，常数 τ 模型 (5) 的 MB 解并不是一个特定的三尺度现象，而是可以在两个
时间尺度上稳健地发生。

3.3 条件（C1）,（C2）,（C3）诱导完整模型 (1) 中 MB 动力学时间尺度的选择

基于我们在第 3.2 节中发现的时间尺度，我们现在可以修改原始的完整模型 (1)，它的无量纲版本由等式 (4) 给出，获
得了 MB 解。请注意，完整模型和常数 τ 模型之间的唯一区别是，n 和 h 的时间尺度是与 v 相关的函数 τn(v) 和 τh(v)，

或者常数 τn 和 τh。我们通过将 KCa 从 2.5×10−5 增加到 1.25×10−4 来设置 Rc = O(1)，并保持 v 和 l 的时间尺度不变，
这样我们就有了 (Rv�Rc�Rl) = (O(1)�O(1)�O�1000�)。根据表 2，我们需要修改 τn(v) 和 τh(v)，以获得 MB 解的 Rn ≈ 5

和 Rh ≈ 1000。具体来说，我们要求这两个函数减少对 v 的依赖，以便尽可能接近 5 或 1000 的大小。为此，我们引入了
一个新的参数 ax，默认值为 0，并滥用符号来重新定义 1/τx(V ) = τ̄x/cosh((V −θx)/2σx� + ax，其中 x ∈ (n, h)。我们分

别通过改变参数 (σn�an) 和 σh�ah) 来约束 n 和 h 的时间尺度。

Figure 12: 方程（4）的吸引解以及相应的分岔图，修改后的 τn 和 τh 如图 10 和表 3 所示，其他三个变量的时间尺度由
(Rv, Rc, Rl) = (O(1)�O(1)�O�1000�) 表示。左面板：v 的时间演化。右面板：双参数分岔图，显示 HC（红色）和 LF（蓝
色）曲线，以及左侧面板的轨迹投影（黑色），在 (h�gCANTot) 空间。在最上面一行，根据表 3，h 在 O（1000）的时间尺
度上演化，其慢（较快）是中间尺度（较低）的 10 倍。黄色符号表示树突子系统在不同阶段之间的过渡点，如图 2A 所
示。(B) 中的圆圈数，表示如图 2A 所示的（c，l）振荡的四个阶段，在 (D) 和 (F) 中被省略了。

图 10 显示了原始的 τx 函数和它们使用我们选择的新参数的修改版本。原始的 τn 和 τh 函数的倒数由蓝色虚线曲线

给出，而现在依赖于电压的程度较小的修正函数的倒数用实心曲线表示。τn(v) 的两个例子，其倒数如图 10A 所示，说明
了修改 τn 对 MB 解的鲁棒性的影响。在 σn = −6 的情况下，胞体子系统平衡的上分支（品红色）与 h-零斜线（青色）相
交在一个稳定的不动点（图 11），导致静息和簇放电的双稳定性，从而影响簇解的鲁棒性。在另一种情况下，没有这样的
问题，当 σn = −5。事实上，产生的分岔图（图 11，绿色）定性上与图 6 中蓝色曲线相同，除了上分支 S 是亚临界的，所
以我们选择修改 τn(v) 使其 σn = −5, an = 0.1。
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回想一下，简单地将 1/τx(v) 除以它的最大值 Tx = max(1/τx(V )) 来确定是不准确的，因为它对电压具有依赖性。考

虑到 1/τx(v) 的全范围，而不仅仅是最大值，我们在表 3 中总结了 n 和 h 的时间尺度。
将 (Rv, Rc, Rl) 固定在 (O(1), O(1), O(1000))，表 3 中给出的改进 τn 和 τh 衍生的系统 (4) 版本能够生成 MB 解（图

12A)。(h�gCANTot) 参数空间中的双参数分岔图中的 HC 曲线和 LF 曲线与第 3.1 节中图 5C 中的红色、蓝色曲线定性相
同。因此，来自等式 (4) 的 MB 解的底层机制，完整模型的无量纲版本，在定性上与 3.1 节中讨论的常数 τ 模型的 MB 解
情况相同。

进一步加速 h（将 τh 除以 10）将消除 MB 解（图 12C），h 的速度也将消除（将 τh 乘以 10，见图 12E）。通过将图
12D 与图 8C、F 与图 8D 进行比较，可以看到，所涉及的分岔机制再次与常数 τ 模型相似。因此，常量 τ 模型的结果为

如何调整和分组原始完整模型的时间尺度以产生 MB 解提供了重要的见解。

3.4 完整模型的鲁棒性

对于 Park and Rubin（2013）给出的原始参数值，完整模型的 MB 解敏感依赖于 [IP3] 和 gNaP 这两个关键参数，也

是帮助控制 ICAN 和 INaP 相对贡献的两个参数，在以前的研究中用于切换不同形式的簇放电动力学（(Toporikova and
Butera 2011；Park and Rubin 2013）。通过第 3.3 节中选择的新时间尺度，仿真结果表明，完整的模型可以对 [IP3] 和

gNaP 的变化更具有鲁棒性（图 13）。在下面，我们将研究在时间尺度变化下的系统动力学中发生了什么，从而大大提高了
MB 解对 [IP3] 和 gNaP 的鲁棒性。

Figure 13: 完整模型在 ([IP3]�gNaP ) 空间中的 MB 解的区域。Park 和 Rubin（2013）给出的完整模型原始参数值的 MB
解区域以红色表示；时间尺度 (Rv, Rc, Rl) = (O(1)�O(1)�O�1000�) 的新混合区域，Rn 和 Rh 见表 3，由 Cm = 21,KCa =

1.25×10−4, σn = −5, an = 0.1, σh = 7 和 ah = 0.001 以蓝色表示。对于 gNaP ∈ [1.78]，蓝色区域的右边界在 [IP3] ≈ 1.58

结束，我们只用 [IP3] < 1 的部分绘制，以便更好地看到红色区域。

3.4.1 [IP3] 的鲁棒性

为了探究系统 (4) 的 MB 解对 [IP3] 的依赖性，我们固定 gNaP = 2。当 [IP3] 从 0.95（图 14A) 增加到 1.5（图 14B)
时，每个 MB 周期的小簇数量减少。如果我们继续增加 [IP3]，小的簇最终会消失，MB 的解也会丢失。通过理解这种影
响，我们可以推断出需要什么调整才能使 MB 解对 [IP3] 的变化更加健壮。

从图 15 中，我们发现 [IP3] 的增加使 c-零斜线向下移动，从而影响 (c�l) 子系统的动态。以 [IP3] 为参数的 (c�l) 系统
的单参数分岔图，更全面地总结了 [IP3] 变化对细胞内钙动力学的影响（图 16)。对于每一个固定的 [IP3]，c-零斜线是立
方的，l-零斜线与之相交在 1，2 或 3 个点（图 2A）。交点是临界点，沿图 16 中的红色曲线出现，可能是稳定（固体）或
不稳定（虚线）。对于每个 [IP3]，c-零斜线在左侧折点或转弯处达到局部最大值（图 2A）。转弯形成图 16 中的蓝色曲线，
当固定点非常接近这个转弯时，在产生振荡的 AH 分岔中发生了固定点的稳定性损失。
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Figure 14: 等式 (4) 的时间序列，使用 Cm = 21�KCa = 1.25×10−4�σn = −5, an = 0.1�σh = 7 和 ah = 0.001。其他参数

如表 1 所示。(A): [IP3] = 0.95, (B): [IP3] = 1.5. 在这两个图中，黄色符号的含义与图 2A 中相同。

l-零斜线位于转弯附近，在 [IP3] 值范围内，接近稳定性的丧失，如图 15A 所示。当零斜线如此接近时，在转弯附近
(c, l)进化得非常缓慢（数据没有显示）。因此，即使 c在相同的时间尺度上演化，在阶段 1（图 15：从黄色星星，c ≈ 0.0175

到黄色圆，c ≈ 0.0293），对于图 15 中的 [IP3] 值，比 [IP3] = 0.95 的持续时间更长，其中轨迹在折点（黄色圆）附近的时

间比 [IP3] = 1.5 长得多。回想一下，所有的小簇都发生在 c 变大之前的静息阶段，如图 14 和 17 所示；因此 [[IP3] = 1.5

的小簇更少。具体来说，在图 17A 中，当 [IP3] = 0.95 时，静息阶段时间较长足以让轨迹在 LF 和 HC 曲线之间多次，因
此 v 显示出多个小簇。然而，对于图 17B 中所示的另一种情况，产生小簇的时间非常短，在黄色圆圈之前只发生了两个
小簇。

Figure 15: 两个 MB 解（黑色）从图 14 到（c，l）空间的投影。红色曲线是 c-零斜线的一部分，青色曲线是 l-零斜线的
一部分。黄色符号的含义与图 14 中相同。(A): [IP3] = 0.95。(B): [IP3] = 1.5。其他参数见图 14。

因此，使 MB 解对 [IP3] 的变化更鲁棒的一种方法是使用另一种方法来延长树突子系统振荡的静息阶段。为此，我们

可以使 l 变慢，使它与 c 和 h 更分离。通过这种方式，在静息阶段，轨道更接近 c-零斜线，并在较慢的时间尺度上被施加
到 l，导致每个固定的 [IP3] 都有更长的静息阶段。

另一方面，根据（C1），胞体子系统必须为整个系统簇放电，以产生 MB 解，即在 (h, gCANTot) 参数平面（图 17）
的 LF 和 HC 曲线之间必须有一个 h 的缺口。由于 τn 根据表 3 进行了修改，LF 保持不变，而 HC 曲线离 LF 曲线更远
（图 18）。相应地，存在间隙的 gCANTot 值的范围会变宽，间隙相对于默认情况也会扩大。因此，在胞体子系统中发生簇

的 gCANTot 间隔随着 n 的时间间隔的修改而扩大。
因此，我们可以很自然地期望，在相同数量的树突子系统振荡的静息阶段时间内，使用改进的 τn 的完整模型将能够

产生更多的小脉冲。然而，事实并非如此。事实上，对于 [IP3] = 1.5，使用默认 τn 的完整模型产生一个 MB 解（图 18），
包含相同数量的小簇（图 17B）。调整 n 的时间尺度的效果是增加了单簇内每个峰值的持续时间和数量，对应于 LF 和 HC
曲线之间的较大差距，导致更多生物学相关的小簇。

16



Figure 16: 总结了与树突子系统活动相关的结构如何依赖于参数 [IP3]，以及钙动力学的所有其他参数，如图 14 所示。红
色实心（分别为虚线）曲线表示树突子系统的 c-和 l-坐标的稳定（分别为不稳定）交点（FP），而蓝色曲线表示树突子系
统的 c-零斜线的左膝（LK）的 l 坐标，两者都由 [IP3] 参数化。两条黑色竖线表示树突子系统中两个 AH 分岔的 [IP3] 值，

其中（c，l）的周期振荡（PO）分别开始（[IP3] = 0.942602）和终止（[IP3] = 1.58101）。

Figure 17: 图 14 中 HC（红色）、LF（蓝色）和轨迹（黑色）的双参数分岔图的放大图，投影到 (h, gCANTot) 空间中。

黄色符号的含义与图 14 中相同。(A): [IP3] = 0.95, (B) : [IP3] = 1.5。其他参数见图 14。

Figure 18: 两条 HC 分岔曲线（红色实心，修改后的 τn : σn = −5�an = 0.1 ；红色虚线，默认 τn : σn = −4, an = 0 和两

条重叠的 LF 分岔曲线（蓝色，默认和修改后的 τn），在 (h�gCANTot) 参数空间中。黑色曲线表示默认的 τn 函数的轨迹，

其他参数如图所示。黄色符号的含义与图 14–17B 中相同。
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3.4.2 gNaP 的鲁棒性

为了研究 MB解对 gNaP 的鲁棒性，我们将 [IP3]固定在 0.95。数值模拟表明，随着 gNaP 的增加，胞体子系统的行为

从静止到簇放电，对应于树突子系统驱动的整个系统的簇放电（Toporikova and Butera 2011；Park and Rubin2013）)到混
合簇到簇，包括胞体和树突子系统，但没有混合簇的类型（胞体-树突 Toporikova and Butera 2011；Park and Rubin2013）。
图 19A 中的单参数分岔图总结了 gNaP 变化对胞体子系统动力学的影响，其中显示了 gCANTot 的胞体子系统相对于

gNaP 的分岔结构。在这种情况下，我们将 gNaP 与解的标准欧几里得范数绘制出来，相较于 V。对于较小的 gNaP 值，胞

体子系统的超极化不动点是稳定的（红色固体），对应于静止状态。在 AH 分岔处的稳定性发生变化，峰族（蓝色）在周
期加倍（PD）分岔处变得稳定。此外，蓝色曲线终止于一个涉及不稳定平衡分支的同宿分岔（红色）。在峰值和静息之间
是 gNaP 间隔，胞体子系统可以参与簇放电。根据先前关于方波簇的工作（Butera et al. 1999），簇放电模式是 AH 和 PD
分岔之间的大部分 gNaP 间隔的结果。修正的 τn 函数的分岔图，也是 gCANTot = 0，见图 19B。通过 τn 的修改大大扩大

了潜在的簇间隔。

Figure 19: gCANTot = 0 的变化对胞体子系统行为的影响。(A) 默认 τn(V )。(B) 修改后的 τn(V )（用图 10A 中的绿色
曲线表示）。所有其他参数都固定在其标准值上。

接下来，我们扩展了这个分岔分析，并研究了 MB 解对 gNaP 和 gCANTot 的依赖性。为此，我们在 (gCANTot, gNaP )

空间中计算了双参数分岔图（图 20）。胞体子系统的峰/簇边界（蓝色，PD）的计算使用 AUTO（Doedel 1981；Doedel
et al. 2009），通过遵循 (gCANTot, gNaP ) 参数空间的 PD 点，簇和静息之间的边界是根据体细胞子系统的不动点失去稳
定性的 AH 点计算的（图 20A）。对修正后的 τn 函数也计算了类似的双参数分岔图（图 20B）。比较这两个图表明，对于
所有低于 0.05 的 gCANTot 值，即对于一个完全弛豫振荡周期内的所有 c 值，经过修改后的胞体子系统可以为更大范围
的 gNaP 产生簇放电解。回想一下，在钙的静息阶段 c 值增加，为了使整个系统生成 MB 解，（C1）需要胞体子系统参与。
因此，随着新的时间尺度混合，完整模型 (4) 的 MB 解对 gNaP 变得更加健壮。

Figure 20: (A) 默认 τn(V ) 和 (B) 修改的 τn(V ) 的胞体子系统的峰/簇和簇/稳定边界，如图 19 所示。
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综上所述，通过它对 gNaP 和 gCANTot 的胞体子系统分岔图的影响（图 18,19,20）。n 的新时间尺度有助于扩大
(gCANTot, gNaP ) 空间中的簇放电区域，这反过来增强了整个系统的 MB 解的稳健性，相对于每个固定 gCAN 值时 gNaP

的变化。

4 讨论

我们考虑了 pre-BotC 神经元的两房室模型（Toporikova 和 Butera 2011）的单房室降维（Park 和 Rubin2013），具有
NaP 和 CAN 电流，以及调节 CAN 电流的细胞内钙振荡。先前的工作描述了 ([IP3]�gNaP ) 参数空间的区域，在这些模型

中产生了各种类型的解，即胞体簇、树突簇和胞体-树突簇（Toporikova 和 Butera 2011；Park 和 Rubin2013）。而（Park
和 Rubin2013）提出了一个数学分析解释相关簇机制，基于 NaP 电流和 CAN 电流，或两个电流一起作用，对 MB 解进
行有限的分析，而不是确定为了获得这些解或他们的鲁棒性由多少时间是真正需要的。

在本文中，我们解释了 MB 解背后的基本机制。我们的方法是基于快-慢分解的思想，通过考虑两个子系统的相互作
用（一个可能簇放电，另一个本质上振荡）来实现。这种方法通常用于双时间尺度，最近也被扩展到三时间尺度系统（Nan
et al. 2015）。
在我们的分析过程中，我们推导了共同支持 MB 解的时间尺度上的某些条件，基于此条件得到了一个非直观的结果，

简单地说，MB 解实际上是一个两个时间尺度的现象，实际上不需要三时间尺度。
我们在这个系统中分析时间尺度如何组合，可能会为未来的研究提供有用的信息，不规则簇放电解观察到其他现实的

生物模型例如呼吸 CPG 神经元以及底丘脑核（STN）基底神经元，可以表现出类似的簇放电模式（如 Beurrier 等，1999；
Jasinski 等，2013；Dunmyre 等，2011）。我们的方法也可能被证明有助于建模者在其他物理系统中关于时间尺度分组的
选择。

虽然这项工作的部分内容调查了 MB 解的相当具体的细节，但我们也在我们的分析之后，研究了如何调整完整的模
型以获得更健壮的 MB 解。请注意，由不同的系统参数（如 [IP3], gNaP , gCAN）产生的不同活动模式之间的转换已经在

过去的工作中进行了研究（Dunmyre 等，2011；Toporikova and Butera 2011；Park and Rubin 2013），在所有这些研究
中，MB 解只存在于非常小的参数范围内。在我们的工作中，我们研究了为什么我们发现的新的时间尺度组合可以支持更
稳健的 MB 解，从而确定了如何通过改变时间尺度在 ([IP3], gNaP ) 参数空间中获得更大的 MB 区域。这种分析也将延续
到类似于 MB 解决方案相对于其他参数的稳健性分析，如 gCAN，已知在 Pre-BotC 神经元中是不同的。鉴于 MB 活性在
Pre-BotC 网络记录中观察到，我们认为我们推导出的修正模型将是未来 Pre-BotC 网络动态研究的合理选择。基于这个
模型，我们预测 MB 可能出现在 Pre-BotC 神经元的树突钙振荡导致的胞体膜动力学，如通过激活的电流，在一个中间范
围的 gNaP 值下，胞体在低 Ca2+ 的时候也是可以产生簇放电的。从 MB 状态来看，足够大的 gNaP 的增加和减少都应该

产生非混合簇放电。MB 动力学对 IP3 动力学的减慢具有鲁棒性，但对 Ca2+ 动力学的减慢没有影响。此外，尽管 SNIC
的分岔对于 MB 的动力学贡献让人想起抛物线簇放电（Rinzel 1987），我们并不期望 Pre-botC 神经元表现出与抛物线簇
放电相同的定量行为，因为钙 CA2+ 的快速跳跃，相对于缓慢的持续钠失活动力学，即使每个周期有两个快子系统 SNIC
分岔，也会产生从峰放电到静息的突变（如图 8A 和 E）。
在其他早期的工作中，我们只考虑了单向耦合，从树突到胞体子系统，这样我们的模型可以被认为是一个振荡器强迫

另一个。产生这种简化是因为我们考虑了一个单房室模型，消除了双房室模型中房室电压之间的耦合，我们研究的系统的

原始实验和模型没有强调胞体电压对钙振荡的影响（Mironov 2008；Toporikova and Butera 2011）。独立的钙振荡本身包
括两个不同的时间尺度，这一特性显著地有助于 MB 解的产生，例如，与纯正弦函数耦合。尽管如此，类似的 MB 动力学
可能会出现在其他不那么生物学但数学上相似的双时间尺度强迫项中。此外，在其他模型系统中出现的时间尺度之间的耦

合也存在许多变化。例如，Jasinski 等人最近提出了一个更详细的 Pre-botC 模型神经元，每个膜电位和细胞质 Ca2+ 浓度

可以互相影响的彼此的演化，并表明这些神经元的异构集群可以产生类似 MB 的解（Jasinski et al. 2013）。双向耦合可能
会改变相关的分岔结构，肯定需要额外的分析来探索这个复杂的情况。此外，先前的研究表明，Na+/K+ 泵，除了 INaP

和 ICAN 以外，在 MB 解的生成中发挥重要作用（Rubin 等 2009；Jasinski 等 2013），但我们研究的系统中没有考虑到这
一点。因此，将本文中的分析推广到更复杂的模型，包括在呼吸神经元中看到的额外的多尺度动力学形式，以及可能的突
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触耦合，是未来工作的重要方向。

在分析方面，从快慢分解和簇放电的角度的分析包括系统在不同相空间的不同时间尺度上对处理方程方法的发展

（Clewley et al. 2005），研究其他模型参数的影响，以及识别 MB 动力学相关的其他形式的簇放电的展开（Osinga et
al. 2012）。值得注意的是，通过使用快-慢分解，我们错过了捕捉时间尺度分离失效的更复杂行为的机会（例如，Desroches
等人，2012 年），包括可能的混沌动力学。通过关注特定的解的模式、混合簇发放，以及产生这些解并使它们更加健壮所
需的时间尺度方面，我们还没有发现过其他有趣和重要的数学方向。例如，我们忽略了对余维 2 分岔和峰值添加机制等情
形的探索，通过这些机制，模型动力学中的基本转变可能由参数变化导致一系列的现象，这些现象可以与同宿和 SNIC 分
岔联系起来 (Andronov and Vitt 1930; Andronov and Leontovich 1963; Shilnikov 1963; Afraimovich and Shilnikov 1974b;
Lukyanov and Shilnikov 1978; Afraimovich et al. 2014; Terman 1992; Shilnikov et al. 2005; Shilnikov and Kolomiets 2008;
Linaro et al. 2012; Desroches et al. 2013; Shilnikov et al. 2001)。
虽然我们的研究是由在 Pre-BotC 中观察到的簇放电模式激发的，但它可能也适用于其他表现出节律性活动的大脑区

域。事实上，我们进行了类似的分析，由方波簇耦合一般弛豫振荡器，在本文的完整的 Pre-BotC 模型中可以生成相似的
MB 解，我们发现，在启发式模型中，这些解模式具有相似的机制，同样不需要第三个时间尺度。在其他哺乳动物 CPG
和节律神经回路中，NaP 电流和 CAN 电流在模式生成中起关键作用（Wang et al. 2006; Tazerart et al. 2007; Zhong et
al. 2007; Tazerart et al. 2008; Ziskind-Conhaim et al. 2008; Sheroziya et al. 2009; Brocard et al. 2013; Tsuruyama et
al. 2013）。鉴于 NaP 和 CAN 电流广泛存在，对簇放电的产生是必不可少的（Rubin et al. 2009; Dunmyre et al. 2011;
Toporikova and Butera 2011; Park and Rubin 2013; Jasinski et al. 2013），似乎这些电流的相互作用也是其他地方簇发放
解发生的一个基本组成部分。因此，我们对 MB 模式的分析很可能可以扩展并应用于其他节律性神经元系统，既可以解释
潜在的动力学，也可以评估其时间尺度的需求。

5 附录 A：调整树突子系统中的时间尺度

完整的模型 (1) 能够使用参数值 ([Ca], l ) 作为弛豫振荡器 ([IP3] = 0.95µM, A = 0.005µM−1 ·ms−1 如 in (Park and
Rubin 2013))。然而，由于 l 零斜线位于非常靠近 [Ca] 零斜线左膝的位置（图 21B)，投影到 ([Ca], l) 空间的轨迹不会跳跃
到较大的 [Ca] 值，并在通过左膝（黄色圆圈）后立即过渡到长簇（LB）阶段。相反，它沿着 l-零斜线缓慢移动，然后跳到
右分支（图 21B 和 C：从黄色圆圈到绿色圆圈）；这种效应可以解释为树突系统的分岔引发了 (c�l) 振荡，发生在 [IP3] 略

低于 0.95 时（Park 和 Rubin 2013）。从数值上看，我们观察到在这期间发生了小的簇放电（图 21A）。因此，MB 解的存
在很大程度上依赖于零斜线相互作用，这可以通过改变 [IP3] 来调整。为了明确识别 MB 行为中涉及的时间尺度，并评估
如何对时间尺度进行分组，并消除 MB 解对 [IP3] 精确值的敏感性，我们将 [IP3] 增加到 1。结果，零斜线向下移动，因
此远离 l 零斜线。此外，我们还通过将 A 从 0.005 降低到 0.001 来减缓 l，从而使 l ≈ O�1000�ms 与 [Ca] 更加分离，左膝
[Ca] 跳跃的延迟时间显著减少, 而树突子系统具有较强的松弛特性。
备注 1: 虽然树突子系统以新的参数值（[IP3] = 1�A = 0.001）作为一个更标准的弛豫振荡器，但 [IP3] 离分岔值不够

远，不足以使上述分岔的影响完全消失。因此，在 [Ca] 到达左膝跳跃之前仍有一个短暂的延迟，但它比原始参数值要短得
多。

6 附录 B：完整模型 (1) 的无量纲化

通过数值模拟，我们发现膜电位 V 通常在 60mV 和 20mV 之间。相应地，对于 x ∈ (n, h)，我们在 V ∈ [−60, 20] 范

围内定义 Tx = max�1/τx�V �，然后定义 tx�V �，
τx(V ) 的尺度化为 tx(V ) = Txτx(V ). 我们定义 gmax 为以下五个电导的最大值 gL, gK, gNa, gNP 和 gCAN。进一步，我

们让 G([Ca]) = [PP1[Ca]
([F]+K7)[Ca]+Ka)

and gsERCA([Ca]) = VSERCA
[Ca]

Kmax ax2++[Ca]2 . 将这些表达式带入（1）并重新规划尺度, 我
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Figure 21: 除 [IP3] = 0.95[µM ]�A = 0.005[µM−1·ms−1] 外，全模型 (1) 的吸引解的时间序列和树突子系统的分岔结构，
参数值如表 1 所示。绿色和黄色符号表示解轨迹上的关键点（绿星：具有最小 gCANTot 的点；黄色圆：轨迹通过左膝的

点；绿色圆：长簇（LB）的开始。(A): V 的时间序列。(B): 图 2B 部分的放大图，显示了树突子系统的 [Ca]（红色）和 l
（青色）的零斜线，以及来自上一行的 MB 的解。(C): [Ca] 时间序列的一部分。

们获得了下面的系统：
Cm

Qt · gmax

dv

dτ
= −ḡL

(
v − V̄L

)
− ḡKn

4
(
v − V̄K

)
− ḡN2

m3
∞(v)(1− n)

(
v − V̄Na

)
− ḡNammp∞(v)h

(
v − V̄Na

)
− ḡ CAN f(c)

(
v − V̄Na

)
1

Qℓ · Tn

dn

dτ
= (n∞(v)− n) /tn(v)

1

Qt − Th

dh

dτ
= (h∞(v)− h) /th(v)

d[Ca]
dτ

= KCa ·
(
LtP + PPP3

G3([Ca])3
)

×
(
[Ca]Tat − [Ca]

σ
− [Ca]

)
− KCa · gserca([Ca]) + [Ca]
dl

dτ
= AKd(1− l)−A[Ca]/

无量纲化参数 ḡx = gx/gmax 和 V̄x = Vx/Qv。注意现在我们已经无量纲化胞体子系统 (1a)-(1c)。
下面我们通过 [Ca] 无量纲化系统 (1d)-(le), 它位于 0µM 和 1µM, 基于数值模拟。我们定义 Gc = max (G3([Ca])) 和

GS = max (gSERCA(Ca)) 在范围 [Ca] ∈ [0, 1] 并进一步定义 Pmax 为 {LIP3
, PTP3

Gc, G5} 的最大值. 从系统 (7), 我们得到
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以下的无量纲化系统：
Cm

Qℓ + gmax

dv

dτ
= −ḡL

(
v − V̄L

)
− ḡKn

4
(
v − V̄K

)
− ḡN2

m3
∞(v)(1− n)

(
v − V̄Na

)
− ḡNaPmp∞(v)h

(
v − V̄Na

)
− ḡCANf(c)

(
v − V̄Na

)
1

Qt · Tn

dn

dt
= (n∞(v)− n) /tn(v)

1

Qt · Th

dh

dt
= (h∞(v)− h) /th(v)

σ

Qf · Pmax ·KCa

dc

dτ
=
(
L̃IP3

+ P̃IP3
G3(c)l3

)
× ([Ca]Tot − c− σ · c)

− ḡ serCa(c) · c
1

Qt ·Qc ·A
dl

dτ
= K̄d(1− l)− cl

无量纲化参数 L̄P3
= LP3

/Pmax, P̃IP3
(c) = PIB3

/Pmax, g̃SERCA(c) = gsERCA([Ca])/Pmax and K̄d = Kd/Qe.
由于我们期望 V ∈ [−60, 20] 和 [Ca] ∈ [0, 1]. 对于电压和钙尺度的合适选择是 Qv = 100mV 和 Qc = 1µM。我们

也看到 m∞(V ),mp∞(V ), f([Ca]), n∞(V ), h∞(V ), G ([Ca]), s̄ serca ([Ca]), n, h 和 l 的值都在 [0, 1] 的范围内. 对于表
1 中参数的选择, 最大电导是 gNa = 28nS, 所以我们有 gmax = gNa. 数值估计 1/τn(V ) 和 1/τn(V ) 对于 V ∈ [−60, 20]

显示了 Tn ≈ 20 ms−1 和 Tn ≈ 0.04 ms−1. 相似的，我们获得 Gc ≈ 0.0421 和 GS ≈ 1000pL. ms−1, 所以我们有
Pmax ≈ 1305pL · ms−1. 使用这些值，我们可以看到在方程 ( 8a)− (8e) 右边的所有的项都是有界的，不超过 1。
在方程 (8a)-(8e)左边的导数的系数揭示了这些变化的相对演化速率。我们发现 Cm/gmax = 0.75 ms ∼ O(1)ms, 1/Tn =

0.05 ms ∼ O(0.1)ms, 1/Th = 25 ms ∼ O(10)ms, g
Pmax+KG

= 5.67 ms ∼ O(10)ms 和 1
Qe−λ

= 200 ms ∼ O(100)ms. 我们选
择快时间尺度作为我们的参考尺度, 选择 Qt = 1 ms, 设置

Ry := Cm

Qt·gmax
, Rx := 1

Qt·Tx
, x ∈ {n, h},

Rc :=
σ

Qt·Pmax·KCa
, Rt :=

1
Qt·Qc·A , (9b)

结果，无量纲系统 (8) 成为在第 3 节中给出的系统 (4)，即

Rv
dv

dτ
=− ḡL.

(
v − V̄L

)
− ḡKn

4
(
v − V̄K

)
− ḡNam

3
∞(v)(1− n)

(
v − V̄Na

)
− ḡNaPmp∞(v)h

(
v − V̄Na

)
− ḡCANf(c)

(
v − V̄Na

)
:= f1(v, n, h, c)

Rn
dn

dτ
=(n∞(v)− n) /tn(v) := g1(v, n)/tn(v)

Rh
dh

dτ
=(h∞(v)− h) /th(v) := h1(v, h)/hh(v)

Rc
dc

dτ
=
(
L̄IP + P̄DPG

3(c)l3
)
([Ca}Tot − c− σ · c)

− ḡSERCA(c) · c := f2(c, l)

Rl
dl

dτ
=K̄d(1− l)− d := g2(c, l)

这里 Rt, Rf,Rh,Rc 和 Rl 都是（9）中给出的无维度参数。
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