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Abstract

生物系统的数学模型通常在不同时间尺度上有不同特性。这种多时间尺度的特征在进行计算机模拟时会导致

问题，可能需要大量的计算机时间来解决在最快时间尺度上变化的特征。这些多时间尺度系统的数学分析可以

被简化为在不同时间尺度上演化的子系统。然后使用一种称为快-慢分析的方法对子系统进行半独立分析。在这
篇综述中，我们描述了快-慢分析技术，并将其应用于弛豫振荡、神经元簇放电、鸭解振荡和混合模式振荡。虽
然这些例子都涉及到神经系统，但这项技术可以并且已经应用于其他生物、化学和物理系统。这是一个强大的

分析方法，随着新的实验技术推动生物模型的复杂性，它在未来将变得更加有用。
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1 引言

生物系统通常以在不同的时间尺度上发生不同的相互作用为特征。例如，细胞环境的变化通过一系列蛋白质-蛋白质
相互作用触发蛋白质水平的变化，导致基因转录的变化，然后是转译，通常是转译后修饰。这一过程可能随后是蛋白质的

易位，如离子通道或激素受体，进入细胞的质膜，这使细胞能够对其环境作出适当的反应。这个整个过程可能需要几个小

时，即使最快的成分（如蛋白质-蛋白质相互作用）发生在秒的时间尺度上。在神经元电活动等快速的细胞事件和通过下丘
脑视交叉上核协调的涉及基因表达的更慢的昼夜节律并律之间存在着更大的差距。

这样的例子对于数学模型的计算机模拟是有问题的，为了解决最快的时间尺度上的变化，数学模型在计算上的代价是

昂贵的。幸运的是，有一些专门的数学技术可以用于分析那些时间尺度分离足够大的系统的行为。有大量的文献关于具有

时间尺度分离的系统的尺度渐近分析（如 [48]）。或者，我们可以使用几何方法，通常表示为快-慢分析，通过将系统分解
为两个或多个比完整模型更容易处理的简化子系统来简化原系统的研究。本文有两个主要目标。首先是提供一些快-慢的
分析技术的概述。第二个是说明在多时间尺度系统中出现的一些行为，最好从快-慢分析的角度来理解。我们使用的例子涉
及电兴奋细胞的动力学，但其他多尺度动力学的研究及其分析集中在化学反应系统、细胞内钙动力学、生态、气候动力学

和其他应用领域（如 [45,55,67,74,75,77]）。
一个在两个时间尺度上演化的常微分方程组通常可以写成

dx⃗

dt
= F (x⃗, y⃗)

dy⃗

dt
= ϵG(x⃗, y⃗)

其中 ϵ > 0 很小。快变量 x⃗ 演化的时间尺度比慢变量 y⃗ 快得多, 我们可以定义一个快子系统 dx⃗/dt = F (x⃗, y⃗), 其中 y⃗ 作为

参数, 慢子系统 dy⃗/dτ = G (x⃗F (y⃗), y⃗), 其中 x⃗F 来自于 F (x⃗, y⃗) = 0 和 τ = ϵt 是一个慢时间尺度。这两个子系统的维度因
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应用而不同，但快-慢分析的一般方法是分别处理这些子系统。这种分解为子系统的基本思想是，从一般的初始条件开始，
系统将由快速子系统控制，并将定格在快速子系统吸引子的邻域，其中 F = 0，由 y 参数化。在这个邻域内，系统将缓
慢地演化，由缓慢的子系统控制，除非达到吸引子的边界，然后快速子系统再次接管。快-慢分析常用于研究弛豫振荡，例
如在具有强阻尼 [96,102] 的 van der Pol 振荡器中发生的弛豫振荡。在这里，原始的二阶非线性微分方程可以转换为两个
一阶微分方程，得到一个快速变量和一个慢变量。该系统已被用于描述心跳 [103]，类似的平面系统已被用于描述神经元
[40,41,68] 的电脉冲、神经元 [34] 的细胞内钙动力学和每小时激素脉冲 [105]。
在 Richard FitzHugh 使用快-慢分析来分析现在所谓的 FitzHugh–Nagumo20 多年后，John Rinzel 采用了快-慢分析

技术来理解神经元和胰腺 β 细胞 [4,78,79,82,83] 簇放电的动力学。簇放电的特征是快速的电振荡（也称为脉冲、峰或动作
电位），由静息或静止相位分离，周期性地重复。它普遍存在于神经元和内分泌细胞 [24,95] 中，并已被证明在唤起神经递
质和激素分泌方面比连续的动作电位序列 [61,104] 更有效。Rinzel 开发的技术解释等簇放电振荡的存在，峰值间隔时间的
模式，占空比（系统峰放电的比例），簇放电和峰放电之间的过渡，和各种离子电流在簇放电模式中扮演的角色模式。此

外，快子系统的分岔对于分类簇是有用的；；负责从静息到活动模式过渡的分岔以及与从活动到静息过渡相关的分岔决定

了簇放电振荡 [7,51,80] 的类型。快慢分析现在经常用于簇放电振荡的分析，在本文的第一部分中，我们描述了该方法并给
出了一些应用。

除了弛豫振荡和簇放电振荡之外，在快-慢系统中出现的另一类振荡被称为混合模式振荡（MMOs）。这些振荡由小振
幅振荡和大振幅振荡混合组成，周期性地重复。MMOs已经被证实和使用数学模型分析在化学反应系统 [55,75]，神经元的
电压动力学 [10，30，33，44，50，62，65，65-85-87] 和电兴奋垂体细胞 [107,108]，细胞内钙动力学 [45]，和其他 [67] 的动
力学。小振幅振荡通常是由鸭解引起的，它是沿着一条曲线或吸引平衡片的轨道，以及快速子系统的排斥曲线/平衡片的
一部分。虽然最初研究的是在一个快变量和一个慢变量 [31,37] 的系统中，但鸭解在有两个或多个慢变量的系统中是通用
的，因此在后一种情况下，它们出现在更大的参数空间区域内（参见 [29] 对鸭解和 MMO 的回顾）。在神经元中，小振荡
是阈下电压振荡，而大振荡是动作电位。因此，鸭解轨道具有增加峰之间的时间的效果，从而降低了峰频率 [87]。在电可
兴奋的垂体细胞中，鸭解轨道本身是“峰”，通常是非常小的，大的振荡是发生在 [106] 脉冲之间的再极化。在本文的第二
部分，我们将说明鸭轨道是如何在 MMOs 的背景下产生的，并讨论 MMOs 在电可兴奋神经元和垂体细胞中的一些应用。
我们注意到，当 1967 年第一期《数学生物科学》出版时，我们在本文中讨论的内容很少被发现。弛豫振荡已经存在

了半个世纪，但簇放电振荡、鸭解和混合模式振荡都将出现在未来。现在就是未来！

2 平面快慢系统中的弛豫振荡和鸭解

平面系统允许我们说明快和慢变量之间的基本相互作用如何产生一种特征形式的振荡。此外，他们提供了一个清晰的

观点，一个参数变化时转换现象出现，这样一个分岔从稳态到振荡行为发生。我们将用一个单一的模型系统来说明这些点，

并注意到在其他具有类似数学结构的系统中也会出现类似的定性现象。

如上所述，具有强阻尼的 van der Pol 振荡器是具有单个快变量和单个慢变量的典型快慢系统。为了与后面的部分保
持连续性，我们从一个快-慢系统开始，该系统描述了电活动单元中的膜电位振荡，并捕获了 van der Pol 振荡器的动态特
征。这是基于胰腺 β 细胞 [91] 的“s-模型”。该模型有一个膜电位或电压 (V) 的变量，激活延迟整流 K+ 通道的激活变量

(n)，激活 K+ 通道的另一个激活变量 (s)。例如，后者的 K+ 通道可以是 Ca2+ 激活的 K+ 通道。这些变量的动力学用以

下微分方程来描述：

dV

dt
= − (ICa + IKdr + IKATP + IKs + IL) /Cm

ds

dt
=

s∞(V )− s

τs
.

电压的变化取决于离子通过不同的离子通道反映离子通量的几种离子电流。依赖于 V 的 Ca2+ 电流，ICa, 是一种向
内的电流，负责一个峰值的上升行程。它与神经元中的 Na+ 电流相似，尽管它的失活速度要慢得多，并且不包括在 s-模
型中。（ANa+ 电流也不包括在内，因为在小鼠 β 细胞中 Na+ 通道失活。）与 Na+ 电流一样，Ca2+ 电流激活非常迅速，
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在 s 模型中，它被假设为瞬间调整到 v 的变化。这被称为准平衡或准稳态近似，经常用于多时间尺度模型 [42]。使用这个
假设，Ca2+ 电流是 ICa = gCam∞(V ) (V − VCa)，gCa 是最大电导（当所有通道都激活的电导），V − VCa 是驱动动力离

子通量通过开放通道的动力，和 m∞(V ) 时平衡激活函数，由递增 sigmoid 型函数给出

m∞(V ) =
1

1 + e
vm−V

sm

该函数的范围为 0到 1，在 V = vm 处为半最大值，曲线的陡度由 sm 决定（当 sm 较小时，曲线更陡）。另一种向内或

去极化电流是 IL，它是一种常数电导泄漏电流，将各种离子特定流动的影响聚集在一起，形成 IL = gL (V − VL) 的形式。

Table 1: 快慢系统平面的参数，基于 [91]。
gCa = 280pS gL = 25pS gKdr = 1300pS
gs = 35pS gKATP = 13pS Cm = 4524fF
VK = −80mV VCa = 100mV VL = −40mV
vm = −22mV vn = −9mV vS varies
sm = 7.5mV sn = 10mV ss = 0.5mV

Figure 1: 由平面快-慢系统产生的弛豫振荡。(A) 快变量 V 有一个方波时间过程。(B) 慢变量 s 有一个锯齿状的时间过程。

这里，vs = −40mV。

模型 (3) 和 (4) 包括三种向外或超极化电流，均由 K+ 携带。第一个 IKdr，是标准的延迟整流器，负责一个动作电位

的下冲程。这个电流的激活比 Ca2+ 电流的激活要慢得多（否则就不会有峰值），所以准平衡近似通常不常用。然而，我们

在这里应用这个近似来维持一个平面系统。这有消除峰放电的效果，但正如我们将看到的，它仍然允许弛豫振荡。在准平

衡近似下，延迟整流电流为 IKdr = gKdrn∞(V ) (V − VK)。然后 n 的平衡函数由

n∞(V ) =
1

1 + e
vn−V

sn

.

第二个 K+ 电流 IKS，通过一组单独的离子通道在缓慢的时间尺度上的激活体现了 K+ 通量。这个时间尺度由参数 τs

设置，我们选择它，使它的变化比 V 慢得多。电流由 Is = gss (V − VK) 给出，s 的动力学由等式描述 (4)，其中 s∞ 的函

数为

s∞(V ) =
1

1 + e
vs−V

ss

.

第三个超极化电流 IKATP ，通过 ATP-敏感的 K+ 通道反映 K+ 通量。这些通道对葡萄糖代谢产生的三磷酸腺苷（ATP）
作出反应，β 细胞中通道的表达使它们对血糖水平 [1,23] 作出反应。为简单起见，在 s-模型中假设 ATP，因此 K（ATP）
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电导是恒定的，尽管现在很清楚，ATP 振荡发生在 β 细胞 [64,66] 中。K（ATP）电流为 IKATP = gKATP (V − VK)。s-模
型的所有参数值如表 1 所示。

2.1 弛豫振荡

在 s-模型中，快变量 V 和慢变量 s 之间在时间尺度上的分离导致了弛豫振荡（如 [96,101]）。图 1A 显示了快变量的
时间过程，它具有方波的形状。电压在振荡的最低点期间缓慢上升，我们称之为“下阶段”，在峰值期间缓慢下降，我们称

之为“上阶段”。这些阶段之间的过渡非常迅速。相比之下，s 变量在上升阶段缓慢上升，在下降阶段缓慢下降，形成了一
个锯齿状的模式（图 1B）。

Figure 2: 在相位平面上的弛豫振荡（红色）的轨迹。还显示 V-零倾斜（黑色）和 s-零倾斜（绿色）。这里，vs = −40mV。
(在这个图例中，读者可以参考这篇文章的网络版本。)

弛豫振荡的动力学在相平面上得到了最好的理解（图 2）。这里我们绘制出零斜线，也就是 dV /dt = 0 和 ds/dt = 0 的

曲线。分别与弛豫振荡的轨迹叠加。从 (3) 中，我们可以看到电压零斜线是离子电流之和为零的曲线。因为这在 V 中是非
线性的，而在 s 中是线性的，所以我们可以通过用 V 来求解 s 来指定 V-零斜线：

s =
− (ICa + IKdr + IL + IKATP )

gs (V − VK)
.

s-零斜线的方程如下：
s = s∞(V ) =

1

1 + e
vy−V

ss

.

零斜线将 (s, V ) 平面划分为均匀流动方向的区域；当 s-零斜线相交时时，流动方向在左右之间切换，当 V-零斜线相
交时，流动方向在上下之间切换。

请注意，在等式 (1) 给出的一般快子系统的符号中，V-零斜线对应于曲线 {F (x⃗, y⃗) = 0}. 这个曲线也被称为临界流形，
因为它是快速子系统的临界点的曲 xian，并且具有流形结构；这个术语在后面会很有用。临界流形是 Z-形的，由三个分支
组成，其中一对在弯折或“膝盖”处相遇，它们是对于 s型模型的快子系统（3）的鞍结分岔。S-零斜是一个尖锐的 sigmoid
型曲线。这些 V-零斜线的中间分支的交叉，导致整个系统的一个平衡点的两个变量的导数都为 0。然而，这是一个不稳定
的平衡态，它被一个稳定的极限环所包围，即弛豫振荡。

由于时间尺度的分离，一个典型的相位点沿 V 方向快速移动到 V-零斜线，由快速子系统控制。然后，它沿着这个零
斜线缓慢移动，由缓慢的子系统控制。在弛豫振荡的向下阶段，相位点沿着 V-零斜的底部分支向左移动，直到该分支在左
膝转换方向。然后它迅速向上移动到顶部分支，再次反映了快子系统的动态。现在在上阶段，相位点在慢子系统的驱动下，

沿着 V-零斜的顶部分支缓慢地向右移动，直到零斜在右膝转弯。从这里开始，相位点快速地向下移动到 V-零斜的底部分
支，然后循环重新启动。

2.2 鸭解

鸭解，以法语单词鸭子的部分命名，最初是在产生弛豫振荡 [6,35,58] 的平面系统中被发现和研究的，主要是 van der
Pol 振荡器。在快-慢系统中，由单个参数的变化引起的（andronov）-Hopf 分岔附近出现了一个小范围的参数值振荡。在
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平面快-慢系统的情况下，它们是出现在稳定稳态和大振幅弛豫振荡之间的界面上的过渡现象。因为从平稳态或小振幅振
荡到大振幅振荡的转变是对应一个指数小区间的参数值，这个现象被叫做鸭解爆炸 [13,58]。

Figure 3: 鸭解爆炸中几个鸭解的时间过程。(A)
vs = −�47.2mV。(B) vs = −46.8604mV。(C) vs =

−46.86031215575mV。(D)vs = −46.86031215573mV。

Figure 4: 图 3 中四个鸭解的轨迹，具有相同的颜色对
应关系。显示的 s-零斜线是与 vs = −47.2mV。

图 3 显示了 s-模型从稳定的超极化平衡到全局弛豫振荡的过渡过程中的几个例子。这些都发生在参数范围内，从
vs = −47.2 到 −46.86031215573 mV。第一次振荡，如图 A 所示，发生在非常接近超临界 Hopf 分岔处，并有很小的振幅
与锯齿形形状。随着 vs 的增加，进一步越过 Hopf 分岔，振荡增长并变得更慢。图 D 显示了一个例子，其中鸭解振荡已
经转变为一个大振幅的弛豫振荡，但有一个明显的肩膀。图中发生的振荡形状的变化是在奇异 Hopf 分支附近的，它引起
了弛豫振荡 [2,3]。
鸭解爆炸的解释同样基于相平面分析（图 4）。这里，再次展示了 V 和 S 零斜线，但现在 vs 已经被调整，使得交集

发生在非常接近左膝，刚好高于 Hopf 分岔发生的 vs 值。叠加的是图 3 中的四条鸭解轨迹。在每一种情况下，轨迹沿着
V 零斜线的底部分支移动，然后沿着中间的分支移动一段距离，然后跳回较低的分支（三个较小的轨道）或跳到上面的分
支（洋红色的轨道）。事实上，沿着中间分支的运动是鸭解轨道的一个标志。这里显示的不同的鸭解是使用不同的参数 vs

值获得的；当 vs 稍大时，鸭解的振幅增加，这意味着 s-零斜线向上（四个不同的 s-零斜线几乎无法区分，我们只显示其
中一个）。

图 3C 和 D 中的两个鸭解的对比值仅在小数位第 11 位不同，并且在这些额外的鸭解之间存在。事实上，“最大鸭解”，
发生在这两个之间的值，一直到 V-零斜线的中间分支，然后跳回底部分支。“canard”这个名字可能也被选择来标记这些
振荡，因为这个词的含义是法语俚语中的戏剧的意思，这与表面上令人难以置信的观察相对应，即如此小的参数变化可能

会产生如此显著不同的轨道。

Table 2: 3 维 s-模型 (3), (4), (10) 的参数, 基于 [91]。
gCa = 280pS gL = 25pS gKdr = 1300pS
gs = 20pS gKATP = 13pS Cm = 4524fF
VK = −80mV VCa = 100mV VL = −40mV
vm = −22mV vn = −9mV vs = −40mV
sm = 7.5mV sn = 10mV sS = 0.5mV
τ̄n = 8msec

虽然鸭解最初是在平面快慢系统中发现和分析的，但由于它们存在的参数空间区域较小，它们在环境中很少出现。虽
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然它们在数学上很有趣和重要，但在生物或化学系统中却不重要。然而，在具有两个或多个慢变量的系统中，行为是通用

的，因此鸭解在这类系统中的重要性更大。我们稍后会讨论这些问题，但首先我们考虑另一种类型的行为，它可以在具有

一个慢变量的系统中产生，只要模型中总共至少有三个变量。

3 维数 ≥ 3 的系统中的簇放电振荡

对于 3 维或更多维的快-慢模型，可能会发生类似于平面情况下的弛豫振荡。然而，在这种情况下，更丰富的快和慢子
系统动力学的可能性也出现了。对解释平面快-慢系统中弛豫振荡的思想的扩展可以用来理解广泛的簇发放动力学。簇放
电的一个复杂问题是，对于 m ≥ 2 的快变量 x⃗ ∈ Rm，快子系统吸引子可能不是 F (x⃗, y⃗) = 0 的集合。这个问题对于许多

形式的簇放电活动都是至关重要的，但它需要在快-慢分析中使用一些额外的数学工具。

3.1 s-模型的簇放电

簇放电由快速振荡组成，通常称为峰放电，由静息分离。峰放电阶段称为活动阶段，静止状态称为静息阶段。为了说

明簇放电，我们修改了最后一节中使用的 s 模型，去除延迟整流激活变量 n 的准平衡近似。然后，延迟修正的 K+ 电流变

成 IKdr = gKdrn (V − VK)，其中 n 动力学被描述为

dn

dt
=

n∞(V )− n

τn(V )
.

n 的时间常数函数如下所示

τn(V ) =
τ̄n

1 + e
V −Vn

sn

.

s-模型由三个微分方程 (3)，(4)，（10）组成，由于 n 不再处于准平衡，由于 Ca2+ 电流的快速（瞬时）激活和延迟整

流电流的较慢激活，系统产生峰放电。参数值见表 2。
图 5 显示了由该模型产生的簇放电的一个例子。在每个周期的一部分时间里，V 和 n 变量在时间尺度上的变化比 s

的时间尺度要快得多。事实上，s 在电压峰值期间缓慢上升（在此期间平均电压升高）期间缓慢上升，在电压较低时的静

息阶段缓慢下降。时间尺度的明显分离使我们能够绕过在其他系统中有帮助的正规维度分析。在这种情况下，很明显，V

和 n 可以归类为快变量，s 可以归类为慢变量。

3.2 快子系统的分析

虽然它只涉及一个时间尺度，但平面快子系统 (3) 和（10）的动力学可以用相平面分析来最好地理解，就像对弛豫振
荡器的分析一样。电压零斜线在 V 中是非线性的，但在 n 中是线性的，所以我们用 V 来求解 n：

n =
− (ICa + Is + IL + IKATP )

gK (V − VK)
.

n-零斜线的方程在 n 中也是线性的，在 V 中也是非线性的，公式为：

n = n∞(V ).

图 6 为零斜线示例。重要的是，从等式（12），由此可见 V 零斜线依赖于慢变量 s，慢变量 s 作为快子系统的一个参数。

在簇放电过程中，s 的范围从 0.25 到 0.82（图 5C），所以我们绘制了这两个极端值 s 下的 v-零斜线。很明显，当 s 增加

时，零斜向左移动。虽然零斜线的变化似乎不是很大，但它导致了系统的平衡结构的变化。当 s 为 0.25，图 5 中 s 振荡

的最低点，有一个零斜线的单一交点，因此有一个单一的快子系统平衡。当 s 为 0.82，有三个交点，因此有三个快速子系
统平衡点。另外两个平衡点通过快子系统在 V 和 n 零斜线的切点处的鞍结分岔产生，当 s 增加时，这种分岔在比原始平
衡点更低的电压下产生平衡点。
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Figure 5: (A) 簇放电振荡由活动阶段和静息阶段的周
期组成。一个活动阶段，如这里所示的阶段，由一系列

的快脉冲或尖峰组成；它们发生得非常快。(B) 延迟整
流器 K+ 电流的激活变量 V. (C) 慢激活 K+ 电流对 v
的变化响应缓慢。对于相同的 s 值（例如，s = 0.5，虚
线），系统可以在活动的“a”或静息的“s”阶段。

Figure 6: 快子系统的零斜线，对于 s 在峰值和最低点
的值。位于零斜线交叉点的快子系统平衡是彩色圆圈。

Figure 7: 快子系统的相位图显示了平衡点（填充的 =
稳定点，三角形的 = 鞍点）、极限环（封闭的轨迹）、一
些轨迹和一个分隔线 (连接到鞍点的青色曲线)。(A) s
= 0.25, (B) s = 0.5, (C) s = 0.82.（为了解释本图例中
对颜色的参考资料，读者可以参考本文的网络版本。）

Figure 8: 簇放电的快-慢分析。(A) 以 s 作为分岔参数
的快子系统的分岔图。实心曲线表示稳定的平稳解，虚

线曲线表示不稳定的驻点。这两条粗曲线代表了周期分

支的 V 的最小值和最大值。HB 是超临界 Hopf 分岔，
SN是鞍结点分岔，HM是同宿分岔。(B)簇放电轨迹投
射到 s−V 平面。(C) 快子系统分岔图（黑色）、s-零斜
（绿色）和簇放电图的叠加（红色）。（为了解释本图例

中对颜色的参考资料，读者可以参考本文的网络版本。）
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对于三个不同的 s值的快速子系统动力学的更多细节如图 7所示。当 s=0.25（图 a），对应于其在一个簇放电期间的最
低点，单平衡点是不稳定的，并被一个稳定的极限环包围。这反映了当 s 被冻结在这个低值时发生的连续峰值。当 s=0.82
（图 c），对应于其在簇放电期间的峰值，不稳定平衡仍然存在，但极限环现在消失了。现在有一个低电压值全局稳定平衡
和一个中电压值鞍点。因此，如果 s = 0.82，快子系统将在低电压下收敛到稳状态。在这两个极端之间的 s 值，s = 0.5 时，
系统有两个稳定的结构：一个反映连续的尖峰的稳定的极限环和一个反映在低电压或超极化状态下的静止状态的稳定的平

衡（图 b）。分离两个稳定结构的吸引子的曲线，称为分隔线，由鞍点的稳定流形（青色曲线）提供，它与鞍点的稳定特征
向量局部相切。极限环的吸引子位于这个分隔线内部，而稳定平衡的吸引子位于分隔线之外。

簇放电可以用快子系统相平面和慢子系统动力学之间的相互作用来理解。在活动阶段开始时，慢变量 s 很小，因此在

快子系统中存在一个单一的稳定结构，即一个极限环（如图 7a 所示）。由此产生的（V，n）的持续峰值增加了 V 的平均
值，进而导致 s 的增加，由慢子系统控制 (4)。对于 s 值的范围，系统是双稳态的（如图 7b 所示），但由于轨迹对每个 s
处于极限环的吸引子，系统保持峰放电。随着 s 的不断增加，极限环不断扩大，最终通过临界值 s 处的快子系统同宿分岔
而被湮灭，此时极限环与鞍点相连。对于超过这个值的 s，轨迹被吸引到快速子系统的唯一吸引子，即稳定平衡。一旦它
到达这个吸引子的邻域，缓慢的子系统动力学就像在松弛振荡的情况下，静息相位开始。由于 V 现在是超极化的，缓慢
的子系统动力学导致 s 下降，使快速子系统返回双稳区间（如图 7b 所示）。然而，与活动阶段不同的是，轨迹现在在平衡
点的吸引子中，所以运动轨迹保持在超极化电压下。最终，随着 s 的持续下降，稳定结点和鞍点在快子系统鞍结分岔处合
并，现在轨迹被吸引到稳定极限环（如图 7a 所示），重新启动活动阶段。由于快子系统的双稳定性，快子系统可以达到相
同的峰值或静息，这反映在图 5 所示的簇放电中；在 s 的上升阶段，系统是峰放电的，而在下降阶段，它是静息的。

3.3 通过分岔分析观察簇放电

快速子系统分析可以用分岔图来总结，其中 s 作为分岔参数，如图 8a 所示的（s，V）平面的投影所示。对于接近 0
的 s，在较高的电压值下有一个稳定平衡的分支。超临界 Hopf 分岔（HB）发生在 s = 0.15 附近；在那里，平衡分支不稳
定，一个稳定的周期峰放电的解的分支出现。不稳定平衡分支继续超过 s=1.2（s 平衡函数的范围从 0 到 1，但当将 s 作
为参数时，我们可以自由地使其尽可能小或大），并在鞍结分岔处左转 (SN2)。这与前面讨论的鞍结分岔不一样，因为它
涉及到不稳定平衡点的高电压分支与鞍点的中间分支的合并。中间平衡分支跨越一个 s 值区间，从 SN2 下来到碰到另一

个鞍结分岔的地方 SN1，这是前面讨论的分岔。下平衡分岔对于它存在的所有 s 值都是稳定的。这些快速的子系统平衡分
支一起形成了一个 z 形曲线，或 z 形曲线；回想一下，这也被称为临界流形。现在转向周期解，从 HB 发出的周期分支向
右打开，并显示了振荡的最小和最大电压值。这类周期轨道一直持续下去，直到它在一个同宿分岔（HM）处终止，在那
里，周期曲线的下一个分支与静止曲线的中间分支相连。这个分岔图的一个重点是双稳态的区间从 SN1 到 HM。

图 8 的中间图显示了整个系统投射到（s，V）平面上的簇放电轨迹。由于簇放电是周期性的，因此轨迹是一个封闭
的曲线，而轨迹顶部的峰值反映了快速时间尺度上的振荡。当该轨迹叠加到快子系统分岔图（图 8C) 上，连同 s-零斜线，
可以推导出多尺度振荡的基础。在活动阶段，系统在缓慢的时间尺度上沿着右侧的 z 曲线的周期分支前进，直到该分支在
HM 分岔处结束。从这里开始，轨迹几乎垂直地向下移动，反映了快子系统动力学。轨迹现在被吸引到底部的静止分支，
在一个慢子系统动力学接管的邻域内。由于轨迹已经越过 s-零斜线，慢运动现在是向左。这种漂移一直持续到底部平衡分
支的 SN1 分岔，之后轨迹几乎垂直向上移动到周期峰放电分支，由快子系统控制，该子系统重新启动循环。一个重要的

注意是，在活动阶段，快子系统吸引子是稳定周期轨道族。这些轨道不满足
dV

dt
=

dn

dt
= 0，因此，根据我们目前所介绍

的，慢子系统还没有很好的定义。从数学上讲，这个问题是通过平均来处理的，这样就不是 V 本身，而是它在周期轨道上
的平均值，出现在慢子系统的 s 方程中。例如，我们请读者参考 [4,16,38,81,94]。
我们从快慢速分析中学到什么？实际上，有几个重要的观察结果，如果没有这样的分析，就不容易推断出来。首先，由

于快子系统周期轨道的分支终止于一个同宿分岔，此时周期趋于无穷大，我们预计脉冲频率将在簇放电的活跃阶段结束时

下降。虽然从图 5a 所示的电压时间过程中不明显，但这实际上是发生的。来自快-慢分析的另一个观察结果是，通过短暂
的扰动，应该可以将簇放电从活动重置为静息，或静息为活动。这是因为快速子系统是双稳态的，所以一个适当的扰动可

以将系统从一个吸引域移动到另一个吸引域。此外，如果系统从静息阶段重置为活动阶段，那么产生的活动阶段应该比其

正常持续时间短（对于活动到静息的重置，导致一个短的静息阶段）
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虽然这些观测涉及到快子系统分岔图的结构，其他观测也涉及到 s 零斜线。这个零斜与快子系统的平衡分支的任何交
点都是整个系统的平衡。如果交点发生在 Z 曲线的下分支上，那么平衡将是稳定的，所以整个系统不会簇放电，而是处于
超极化平衡。如果交点发生在 Z 曲线上分支的稳定部分，那么平衡将再次是稳定的，但现在系统将处于去极化平衡。这被
称为去极化块，是许多具有过度刺激输入的可兴奋系统的典型特征。如果交集发生在 SN1 和 HM 之间的中间分支上，如

图 8c 所示，则全系统平衡不稳定，就会发生簇放电。最后，如果零斜线与 HM 上方的 z 曲线中间分支相交，穿过周期分
支，那么在极限 τ− > ∞ 中，整个系统将连续峰放电。远离这个限制，系统可以连续地达到峰放电或簇放电，这取决于 τ

的值以及交点与 HM [7] 的距离。s-零斜线可以通过改变 vs 或 ss 来调整零斜线，而增加 ss 则改变零斜线的斜率，使它不

像阶跃函数。调整任何一个参数都可以将簇放电转换为连续的峰放电或稳定状态。

3.4 plantom 簇放电：两个慢变量的优点

到目前为止所描述的簇放电依赖于两件事：快子系统的双稳定性和慢零斜线与 z 曲线的适当交集。这两个限制了发生
簇放电的参数空间的区域，这都是由于存在一个单一的慢变量。如果在系统中引入第二个慢变量，这两个限制都被消除，

簇放电可以变得更加健壮。这种效应首次在海兔 [63]R15 神经元的簇放电中得到证明。这里产生的簇在活动阶段的开始和
结束时都有较低的尖峰频率，所以频率轮廓形状像抛物线。Rinzel 使用快-慢分析 [83] 解释了这种抛物线簇，即 plant 模
型，该模型包含两个慢变量 [76]；它也可以发生在一个更简单的模型中，只有一个快速变量在一个圆上演化，只要有两个
慢变量存在于 [4]。如果使用一个慢变量，如 s1 作为分岔参数构造一个快子系统分岔图，那么就不存在双稳区域。相反，

周期分支终止于 SN1，在不变圆（或 SNIC 分岔）上被称为鞍结点，如果只有一个慢变量，就不可能发生簇放电。然而，
如果像在 plant 模型中一样，有第二个慢变量 s2 随着快子系统分支的变化而缓慢地来回移动，那么簇放电是可能的。事

实上，在（s1，s2）参数空间中，沿着整个曲线存在着快子系统 SNIC 分岔。此外，由于簇放电轨迹现在与这条曲线相交，
因此在一个快系统同宿轨道附近通过，在活动阶段的开始和结束时，簇放电都将是抛物线式的。

我们现在关注的是一个例子，其中存在快子系统双稳定性，但慢零斜线与 z 曲线相交使得如果没有第二个慢变量 [8]，
就不会发生簇放电。我们使用的四维系统，我们称之为“phantom 簇放电模型”：

dV

dt
= − (ICa + IKdr + IKs1 + IKs2 + IL) /Cm

dn

dt
=

n∞(V )− n

τn(V )

ds1
dt

=
s1∞(V ) − s1

τs1
ds2
dt

=
s2∞(V ) − s2

τs2

这个系统与 s-模型非常相似，但也有一些变化。慢变量 s 被重新命名为 s1，时间常数 τs1 减少以使其更快。此外，斜

率参数 ss1 已从 0.5 mV（见表 1）增加到 10 mV。引入了第二个慢速变量 s2，其时间常数远远大于 τs1。这是 K+ 电流的

激活变量，称为 Is2，它取代了 s-模型中使用的恒定电导率 K+ 电流 (IKATP )。参数值见表 3。
图 9A 显示了该模型产生的簇放电情况。当第二个慢速变量 s2 被固定在 t = 50 s 的平均值时，簇放电突然终止，系

统变得静息。如果 s2 在簇放电活动阶段被夹紧，那么系统就会进入一个连续的峰放电状态。在任何一种情况下，当 s2 不

允许振荡时，都禁止了簇放电。如图 9B 所示，尽管 s2 的振荡相当小，但仍然缺乏簇放电。事实上，s1 的振荡更大，因为

s1 的变化比 s2 快得多。利用该模型的快-慢视角，我们通过将其投影到 s1 − V 平面来观察簇放电轨迹（图 9C）。虽然与 s
模型的簇放电轨迹有相似之处，但也有主要的区别。最重要的是，s1 在活动阶段并不是单调增加的，而是随着 s1 的下降，

轨迹在活动阶段结束时旋转，导致投影的重叠。这可以通过再次查看快子系统分岔图（图 10）来理解，它实际上是一个在
s2 = 0.45 处的快照，具有叠加的 s1 零斜线。因为零斜线不比 s 模型那么陡，所以它现在在几个位置穿过 z 曲线。最重要
的是，它与稳定平衡点的底部分支和稳定峰解的周期分支相交。因此，当 s2 被夹紧时，整个系统将是双稳态的，具有稳

定的超极化平衡和稳定的连续峰解，这解释了我们在图 9a 中当 s2 被夹紧时观察到的情况。

然而，当 s2 变化时，它的增加使快子系统分岔图向左移动，它的减少使得图向右移动。因此，在一个静息阶段当轨迹
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Table 3: phantom 簇放电模型 (14)-(17) 的参数, 来自 [8]。
gCa = 280pS gL = 25pS gKdr = 1300pS
gs1 = 20pS gs2 = 32pS Cm = 4524fF
VK = −80mV VCa = 100mV VL = −40mV
vm = −22mV vn = −9mV vs1 = −40mV
vs2 = −42mV sm = 7.5mV sn = 10mV
ss1 = 10mV ss2 = 0.4mV τ̄n = 8 ms

Figure 9: (A) 簇放电振荡由活动阶段和静息阶段的周
期组成。一个活动阶段，如这里所示的阶段，由一系列

的快脉冲或尖峰组成；它们发生得非常快。(B) 延迟整
流器 K+ 电流的激活变量 V. (C) 慢激活 K+ 电流对 v
的变化响应缓慢。对于相同的 s 值（例如，s = 0.5，虚
线），系统可以在活动的“a”或静息的“s”阶段。

Figure 10: 由带有两个快变量和两个慢变量的模型产生
的簇放电。(A) 簇放电终止在第二个慢变量在时间 t =
50s 时被夹在其平均值（s2 = 0.45）时，（B）由于两个
慢变量的时间常数不同，这两个慢变量的分布有很大的

不同。变量 s1 比 s2 变化得更快。(C) 簇放电在 s1−V

中的投影

在 z 曲线的下分支，它达到与零斜线的交点，ds1
dt

=
dV

dt

dn

dt
= 0，并且必须等待 s2 充分下降使得在快速跳到活动阶段前

SN1 通过零斜线。在这个转变之后，轨迹沿着周期分支向右移动，直到它收敛到 s1 零斜线与周期轨道族的交点对应的连

续峰放电状态。然后它必须等待 s2 充分增加，以便 HM 分岔越过交叉点。由于周期分支沿 z 曲线移动，且运动向左，在
活动阶段的后期，峰放电轨迹会向左漂移，导致图 9c 中观察到的重叠。
上面描述的簇放电场景被称为 phantom簇放电 [8]。名称源于观察簇放电时期可以完全不同于两个慢变量的时间常数，

所以如果希望确定慢过程的相关簇放电期间驱动簇的时间常数的变量，识别将是不确定的。实际上，簇放电是由两个慢变

量的组合驱动的，每个变量的贡献将取决于快和慢子系统参数 [112] 的变化。重要的是，由于 phantom 簇放电不要求慢零
斜线以任何限制性的方式与快子系统分岔图相交，因此可以产生 phantom 簇放电的参数范围比由单个慢变量驱动的簇放
电的参数范围要大得多。

3.5 生物学家能从快-慢分析中得到什么

虽然快-慢分析可能看起来相对抽象，但它实际上在理解生物系统方面非常有用，特别是当对模型的分析与实验研究
一起进行时。一个例子是脊髓中神经网络的研究，其中所有的突触耦合都是兴奋性的。考虑到神经元之间纯粹的积极互动，

人们可能会认为这个网络非常活跃。相反，这个网络大多是静息的，偶尔会有活动 [71]。一项建模研究提出，网络簇放电
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活动是由突触抑制引起的，所以当细胞一起峰放电时，它们之间的耦合强度由于抑制而缓慢减弱。一个可以在相平面上进

行分析的平均场模型表现出了弛豫振荡。然后，我们就可以简单地证明，在网络簇放电的静息阶段施加的电扰动可以引起

活动的过早发作，并且在静息阶段 [98] 的后期施加刺激时，过早发作的持续时间应该更长。这可以从图 2 中理解。当轨迹
沿着底部分支移动时（“关”阶段），如果 V 在中间分支上被扰动，那么它就会被吸引到顶部分支（“开”阶段），并向右移
动，直到到达上膝。这是一个过早的活动事件。这一预测在实验室中对胚胎脊髓进行了测试，并被证明是有效的。除了这

一预测外，该模型还预测，在存在噪声的情况下，之前的持续时间与现在持续时间之间应该存在正相关，而之前持续时间

与随后的持续时间之间不存在正相关。该模型也通过实验验证了 [98]。因此，这个例子说明了开发一个简单的模型和模型
的快慢分析在解释实验数据和设计新的实验中是重要的。

生物学家对快-慢分析应用的另一个例子涉及到葡萄糖对胰腺 β 细胞簇放电模式的影响。在低葡萄糖浓度下，β 细胞

是静息的。在较高的葡萄糖水平下，它们开始簇放电，随着葡萄糖水平的增加，占空比（活跃阶段持续时间除以总振荡周

期）增加了 [70]，增加了胰岛素的分泌量。β 细胞电活性的第一个模型能够解释这一点，假设内化葡萄糖代谢产生的 ATP
增加了细胞 [22] 质膜中 Ca2+ 泵的活性。额外的泵送活动减缓了在簇放电活跃期发生的 Ca2+ 的积累，并在静息期间加速

了细胞内 Ca2+ 的清除。因此，在较高的葡萄糖水平下，活动阶段变长，静息阶段变短，增加了占空比。这后来通过对模

型 [78] 的快-慢分析进行了解释，可以从图 8 中理解。葡萄糖可以被认为是图中 s-零斜线向上的转变。低糖时，它与 z 曲
线的底部分支相交，使系统具有稳定的低电压平衡。随着葡萄糖的增加，交点就会上升，直到它发生在 z 曲线的中间分支
上。在这种情况下，平衡是不稳定的，并开始簇放电。轨迹沿 z 曲线较低分支运动的速度取决于轨迹与 s 零斜线的水平距
离；较短的距离通常意味着轨迹移动得更慢。当零斜线和 Z 曲线在下膝附近相交时，轨迹通常沿着较低的分支缓慢移动
（长静息阶段），而沿着峰放电分支（短活动阶段）移动更快，产生一个低占空比。在较高的葡萄糖条件下，零斜线向上移

动，使轨迹沿较低的分支（较短的静息阶段）移动更快，沿顶部分支移动更慢（较长的活动阶段）移动，因此占空比更大。

在足够高的葡萄糖水平下，零斜与峰放电分支相交，模型细胞不断将那些峰放电，就像 β 细胞一样。

4 非平面系统中的鲁棒鸭解现象

我们已经看到，在平面快速系统，从静止，稳态行为弛豫振荡通过 Hopf 分岔涉及一个突变，即在指数小区间的参数
值，经过快子系统排斥结构的一个鸭解族。由于三维快-慢系统也可以通过 Hopf 分岔表现出从静止到弛豫振荡的转变，因
此在这种情况下很自然会出现类似的现象。有趣的是，高维相空间引入了平面情况下不存在的额外的旋转，产生了新的称

为混合模式振荡和环面鸭解的情况，也显著提高了鸭解相关现象的鲁棒性。

4.1 混合模式振荡

我们首先给出了混合模式振荡背后的结构和可用于研究它们的系统的一般描述。我们的目标是引入足够的符号来精

确，并使读者开始在感兴趣的模型中研究这些现象，同时避免技术性。在下一节中，我们将继续用一个特定的示例系统来

说明这些想法。为了理解最小设置下的混合模式振荡现象，我们考虑以下三维系统，由神经科学模型驱动的符号编写：

v̇ = F (v, n, h),

ṅ = ϵN(v, n),

ḣ = ϵH(v, h),

(1)

当参数 ϵ 非常小时，0 < ϵ&1，我们抑制所有其他参数值的引用。对于系统（18）-（20），快子系统和慢子系统分别为
1 维和 2 维。临界流形由下式给出

S = {(v, n, h) : F (v, n, h) = 0}.

它通常是一个二维曲面，由慢变量 n 和 h 参数化。
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在平面情形考虑的例子和许多生物模型表现出从兴奋到弛豫振荡的典型情况下，让我们假设 S 是一个立方 2 维表面，
包含 3 个层，S = S− ∪ S0 ∪ S+，成对连接曲线，L− 和 L+。让我们还假设 S 可以表示为一个函数 n = n(v, h) 的图，其

中 F (v, n(v, h), h) = 0。我们可以在任意点 p ∈ S 线性化快子系统，以确定其相对于快动力学的稳定性；由于快子系统是

1 维的，线性化相当于计算 Fv(p)。假设外片 s± 具有 Fy < 0，因此包含稳定的快子系统平衡，而 S0 具有 Fy > 0 对应的

不稳定性。当 Fv = 0 时，这个简单的稳定性分析变得不确定，这是快子系统的折分岔的条件，我们已经在平面情况下看

到，并且沿 L± 保持。

为了继续从平面情况下进行推广，假设当一个特定的系统参数发生变化时，整个系统（18）-（20）的一个临界点 p∗

从它稳定的 s− 移动到 s0，在那里，离 L− 足够远，它是不稳定的。当 p∗ 在稳定的 S− 上，我们所描述的结构和一些额

外的标准假设以确保全局返回机制，系统（18）-（20）具有可兴奋的动力学，不稳定的中间片 S0 作为阈值：一个足够大

的扰动，将 p∗ 的轨迹从 S0 推到 S+，将在相空间中产生瞬态偏移，然后返回到临界点 p∗。但是当 p∗ 穿过折叠 L− 进入

S0 时会发生什么呢？在平面情况下，发生了鸭解爆炸，所以我们可以期待系统（18）-（20）中也有一些有趣的东西。然
而，对于三个变量，我们需要一些额外的处理和符号，我们将简要介绍这些来描述这种情况。

在我们到目前为止所介绍的快-慢分析中，我们将尝试通过考虑慢子系统（19）和（20）的要求 F = 0，即 v 驱动 (n,
h) 来理解临界流形 S 的流动。不幸的是，正如我们之前看到的，这种驱动可以在折点 L± 处分解，而我们感兴趣的是延

伸到折点上的动力学。然而，由于 n 是沿 S 的 (v, h) 的函数，我们可以考虑 (v, h) 在 S 上的动力学，而不是 (n, h) 的动

力学，其优点是，如果轨迹穿过一个折点，它不需要在不同的片之间切换。为了以一种表示 S 上的动态的方式采用这种方

法，我们首先隐式地区分 F (v, n, h) = 0，并继续使用 ẋ 来表示 dx/dt 来获得

Fvv̇ + Fnṅ+ Fnḣ = 0.

在等式（21）中，根据方程（19）和（20），n 和 h 都是 O(ϵ) 的。因此，在我们的第二步中，我们引入了一个慢时间

t = ϵt，使用 x′ 表示 dx/dτ，并将（21）与等式（20）结合得到

−Fvv̇ = FnN + FnH,

h′ = H.

系统（22）是奇异的，因为在折点 Fy = 0 处，对应于可能的快动力学的转换，这意味着在 v 方程中没有导数项。为

了让我们能够研究那些在接近折点不会就表现出快速跳跃的轨迹，我们采取第三步也是最后一步，将 τ 除以 −κr，称为去

奇异。将此步骤应用于（22）然后回到 x̂ 由时间变量表示微分，得到去奇异简化系统

v̇ = FnN + FhH.

h = −FnH.

值得注意的是，Fv 在折点 L∗ 上为 0，它在 S 的外片 S± 上的符号与在中间片 s0 上的符号相反。我们继续假设，不

失一般性，在 S± 上的 Fv < 0 和在 S0 上的 Fv > 0。那么（22）和（23）的轨迹在 S∗ 上具有相同的方向，但（23）在
S◦ 上相对于（22）上的方向是相反的。
系统（23）具有以下关键点：

FnN + FhH = 0

FvH = 0

同时满足。如果 Fl ̸= 0 ̸= Fb, 那么这些条件可以满足两种不同的方式，我们表示如下：

• (CP) H = N = 0, 或

• (PS) Fv = FnN + FhH = 0。
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如果（CP）成立，那么由于我们只考虑 S 上的点，这是由 F = 0 定义的，解对应于原始完整系统（18）-（20）以
及简化系统（22）的临界点。如果（FS）成立但（CP）不成立，那么折点条件 Fγ = 0 被满足，这限制了到 L∗，但没有

H = N = 0，因此我们没有一个真正的临界点。满足（FS）而不满足（CP）的点称为折奇异点，而当（FS）和（CP）都
满足时，真临界点达到折点 L±。

现在，我们可以回到沿着 S 运动的轨迹，并在 p∗ ∈ S0 参数值时点 x ∈ L− 到达折点 L− 的参数值。如果正规转换条

件下

(FvN + FhN)|x∈L− ̸= 0

被满足，然后 x 被称为一个跳跃点，这个轨迹将经历一个远离 L− 的快速跳跃。在跳跃点上同时达到 L− 和 L∗ 的周

期轨迹将是一个标准的弛豫振荡。另一方面，如果正规转换条件不满足，则（FS）保持不变，轨迹在折奇异点处达到折叠。
这种描述导致了（至少）两个问题：(1) 当轨迹遇到折奇异点时，会产生什么类型的动力学？(2) 这种情况如何在三维

中稳健，其中折奇异点通常是一维折曲线上的孤立点？为了解决第一个问题，请注意，就系统（23）而言，一个折奇异点
x 是一个临界点。因此，我们可以将关于 x 的系统（23）线性化，并将其分类为结点、鞍点或螺旋，就像任何其他临界点
一样；我们分别称这些点为折结点、折鞍点和折螺旋。假设 x 是一个具有实特征值 λs < λw < 0 和对应的强和弱特征向量

vs 和 vw 的折结点。然后在（23）的 S− 中有一个唯一的轨迹 γs(t)，它收敛于 vs 的 x 切线。除了 γx(t) 外，沿着 S− 渐

近接近 x 的轨迹也与 vw 相切。因此，在我们一直在讨论的场景中，如果有一个折结点 x ∈ L−，那么在 S− 上存在一个

奇异漏斗，一边是 γs(t)，另一侧是折点本身，它包含弱特征向量 vw 的一个分支。顾名思义，从奇异漏斗开始的轨迹被流

入折结点。

在（23）的去奇异约化流下，在 S− 和 S0 区域的轨迹被吸引到 L− 的折结点上。如前所述，约化系统（22）的流，代
表了原系统的动力学，在 S0 上相对（23）的流是相反的，但如前所述，简化系统的（22）流，它代表了原始系统的动力
学，在 S0 上相对于（23）的流是相反的。因此，在（22）下，轨迹从 S− 上是接近 x ，但在 S0 上与 x 相排斥。这个切换

允许轨迹在接近 x 的 ϵ > 0 足够小时从 S− 到 S0；也就是说，折结点允许鸭解动力学发生！根据这一观察结果，γs(t) 被

称为奇异强鸭解。进一步，它表明，在我们所描述的设置，0 < ϵ ≪ 1，奇异漏斗摄动到一个开放的初始条件相应的轨迹，

通过附近的 S0 表现出大振幅快速偏移远离折点，只要（23）相关的轨迹达到横向折点 [14,113]。考虑到快子系统沿临界流
形 S−, S0 而不在 L− 的线性化产生非零特征值（如我们假设），这些片扰动到附近的不变流形 [39]，也就是 S−,ϵ, S0,ϵ，在

0 < ϵ ≪ 1 时。有趣的是，详细的分析显示 S−,ϵ, S0,ϵ 在 L− 附近发生旋转；真正的鸭解发生在 S−,ϵ, S0,ϵ 的交点，它们和

附近的轨迹不仅沿 S0,ϵ 运动，而且从 S−,ϵ 和 S0,ϵ[113] 的旋转结构中继承了 L− 附近的小振幅振荡。

混合模式振荡（MMOs）是由小振幅振荡和大振幅振荡的交替阶段组成的解。我们所描述的鸭解动力学可以自然地产
生 MMOs，只要全局动力学将离开漏斗的轨迹带回漏斗，就会在折点附近发生小的振荡。在其他的全局条件下，可能会发
生周期性的 MMOs。注意，漏斗过程有利于这类解的存在和稳定性；只要有一个全局机制，将离开 x 的轨迹返回到奇异

漏斗区域，那么它们最终会回到 x，稳定的周期轨道将会得到 0 < ϵ ≪ 1 [14]。漏斗结构也提供了一个问题 (2) 的答案，关
于鲁棒性，因为它产生了，对于固定的参数值，产生鸭解动力学的整个初始条件区域，如果满足相关条件，则产生 MMOs；
此外，折结点和漏斗代表了一种在显著的参数值区域内自然持续存在的结构。最后，就这种形式的动力学的普遍性而言，

还需要注意的是，同样的情况也适用于包含多个快变量 [114] 的系统。在这种情况下，折点附近的动力学核心仍然由一个
具有一个快变量和两个慢变量的三维系统来表示。

4.2 Hodgkin-Huxley 方程的混合模式振荡

混合模型振荡通常与 Hodgkin-Huxley 对鱿鱼巨大轴突放电的经典探索无关，这个方程提供了基本的数学框架并构建
了整个神经元模型宇宙 [47]。令人惊讶的是，在模型最初的公式计算多年后，Hodgkin-Huxley 报告了一种混合模式振荡方
程，与慢离子时间常数对应，例如，低温动力学 [32]。随后证实，这些 MMO 真正适合两慢变量押解引起的 MMO 框架，
并更完整的描述了特定时间常数对这些解的影响 [87,88]。而一系列其他的 HH 型神经元模型也支持 MMOs（见 [29]，表
5），我们利用了 HH 方程的彻底探索和相对低维性来说明 MMO。
对模型中最快的激活变量进行准稳态近似，得到一个中心流形降维 [87]，并进行无量纲化，得到以下三维 HH 系统：
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Figure 11: 对于 I=9.6 的的 HH 系统（26）的表面 v = 0，强调 n 可以作为一个函数 n(v�h), 如（27）给出。

ϵv′ =
[
I −m3

∞(v)h (v − ENa)− gKn4 (v − EK)− gL (v − EL)
]

h′ = (h∞(v)− h) / (τhth(v))

n′ = (n∞(v)− n) / (τntn(v))

其中 ϵ = Cm/120 ≪ 1 为膜常数 Cm，其中 τh = τn = 1 在经典情况下 (这里省略单位，简单地假设选择了适当的单
位来渲染系统（26）），其中模型中的函数为

αm(v) =
(100v + 40)/10

1− exp(−(100v + 40)/10)
,

βm(v) = 4 exp(−(100v + 65)/18),

αh(v) = 0.07 exp(−(100v + 65)/20),

βh(v) = 1/(1 + exp(−(100v + 65)/20)),

αn(v) =
(100v + 55)/100

1− exp(−(100v + 55)/10)
,

βn(v) = 0.125 exp(−(100v + 65)/80),

其中 x∞(v) = αx(v)/ (αx(v) + βx(v)) 对于 x ∈ {m,h, n}. th(v) = 1/ (αh(v) + βh(v)) , tn(v) = 1/ (αn(v) + βn(v)), 这里
gK = 0.3, gL = 0.0025, ENa = 0.5, EK = −0.77, EL = −0.544 其中 I, Cm 在下图标题中指定。

系统（26）中的快子子系统仅由 v 方程组成，而 h，n 方程由慢子系统组成。因此，如果 MMO 存在，它们应该遵循
关键领域流形 {v′ = 0} 的一个吸引分支，到一个包含折结点奇异点的折叠。我们可以将 v′ = 0 表示为

n =

[
I −m3

∞(v)h (v − ENa)− gL (v − EL)

gK (v − EK)

]1/4
,

它确实是一个立方形的表面，内部和外部的分支是吸引的，中间分支是排斥的，将排斥的分支连接到每个吸引的分支

（图 11）。当然的，对于适当的 I, ϵ, τh, τn 选择，至少有一个 τh, τn > 1，一个折结奇异点和 MMOs 存在。MMOs 由重复的
循环组成，包括一个沿着低电压的慢通道（超极化）{v′ = 0} 吸引分支，在折结点点附近的小振幅振荡，从折点处快速跳
转，然后是一个或多个全局振荡，由沿着 {v′ = 0} 的高压吸引分支的缓慢通道和快速跳回低压分支组成。每一次这样的过
程都可能落在折结点的漏斗中，完成一个 MMO 周期，或可能错过漏斗，在这种情况下，至少需要再进行一次全局偏移；
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为了持续的 MMOs 发生，全局偏移最终会在轨迹进入漏斗而到达最大。MMO 的时间过程见图 12。有些涉及周期的一次
全局偏移，有些则包括更多。对于其中的一些例子，在（v，h，n）相空间中的小振荡如图 13 所示。

Figure 12: HH 等式（26）的 MMOs 的时间过程 τh = 3, τn = 1, C = 0.84。不同参数值的 MMO 模式包括不同数量的小
振荡和每个周期的全局偏移。(A) I = 7.9 的 MMOs ，每个周期有一个全局偏移。(B)I = 8.4 的 MMOs，每个周期有一个
全局偏移。(C)I = 8.9 的 MMOs，每个周期有两次全局移动。(D)I = 9.3 的 MMOs，参加每个周期的全球局部移动。

4.3 环面鸭解

作为多尺度系统中出现的动力学现象的最后一个例子，我们考虑一种更复杂的形式，称为环面鸭解。回想一下我们的

所考虑的簇放电的解可以表示为一个静息状态，沿着临界流形（z曲线）的一个较低分支缓慢移动，从该分支快速跳跃，在
快子系统折分岔中，活动阶段结合在快时间尺度上的振荡和在缓时间尺度上的缓慢移动，并在快振荡结束时的同宿分岔上

在快子系统上跳回较低的分支。这种形式的动力学在一个有 2 个快变量和 1 个慢变量的系统中得以实现，因为慢变量的
零斜线在其中间分支适当点与 Z 曲线相交。另一方面，如果该交点发生在 Z 曲线的下分支上，那么该交点是整个系统的
稳定静止或静止平衡状态，而如果交点在分支上更高的地方，则会产生稳定的周期振荡。

正如我们在平面系统中从下分支平衡到中分支平衡的过渡中遇到的鸭解，以及在非平面情况下的平衡从 S− 到 S0 的

过渡中遇到的鸭解一样，我们可以期待从稳定静息到簇放电过渡的鸭解。在这些情况下，这种鸭解的特征应该是从快子系

统的吸引附近的通道到排斥结构，它将出现在参数值附近的慢零斜线和 Z 曲线在折点的交叉处。这些将是标准的鸭解，产
生在指数小参数区间上，类似于在平面情况下观察到的情况；第二个快变量不会定性地改变鸭解爆炸。

另一方面，环面鸭解，在适当的情况下，可能发生在簇放电和峰放电之间的转换。环面押解的新特征是折点结构，它

们通过的不是快子系统的简单折点或鞍结点分岔，而是周期轨道（SNPO）分岔的鞍结点。也就是说，假设在簇放电中快
子系统周期轨道族在 SNPO 而不是同宿轨终止，就像在一些生物模型 [9,15,28,54] 中发生的那样。在 SNPO 中，一个稳定
的快子系统周期轨道族，称 P，与一个不稳定族在一起，反过来，在簇放电的情况下，它在 Z 曲线的中间分支上的同宿分
岔中终止。跟随 P 的簇放电轨迹通常会从 SNPO 的附近跳到静息阶段。在向峰放电的过渡附近，然而，一个鸭解机制可
能允许轨迹超越 SNPO，并在跳跃之前跟踪不稳定的周期轨道。也就是说，在 SNPO 附近的通道在标准折点附近发挥作
用，而由此产生的沿周期轨的不稳定族与沿着排斥结构的移动类似。

尽管环面鸭解在一些 3 维神经元模型 [15,28] 中被发现，我们呈现了一个 5 维浦肯野神经元模型的例子，我们给出模
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Figure 13: HH 等式（26）的 MMOs 的相空间，τh = 3, τn = 1, C = 0.84。(A) I = 7.9 的完整 MMOs 的解 (B) 放大视图
显示对于 I = 7.9 进入折点附近之前，进入奇异漏斗的轨迹和小振幅振荡。(图 12A)。(C)I = 8.4 时的放大视图 (图 12B)。
(D) I = 8.9 时放大后的视图。请注意，一些轨迹从右边进入，然后再次离开，没有参与任何小振幅的振荡。这些轨道不是

在单一的漏斗中，而是在一对连续的全局偏移中，这发生在这个 I 值的小振幅真的的周期。(图 12C)。

型的形式，

CV̇ = −J − IL − ICaH − INaF − IKDR − IM ,

ṁi = αi (1−mi)− βimi,

ḣNaF = αNaF (1− hNaF)− βNaFhNaF

每个 i ∈ {CaH,KDR,KM}. 在系统 (28) 中, V 表示电压，电压方程右边中的项表示外界刺激电流 J , 漏电流
IL = gL (V − VL),高阈值非刺激钙电流 ICaH = gCaHm

2
CaH (V − VCaH),快失活钠电流 INaF = gNaFm

3
NaF,∞hNaF (V − VNaF),

延迟整合钾电流 IKDR = gKDRm
4
KDR (V − VKDR ), 和一个 M-型钾电流 IM = gKMmKM (V − VKM ). 我们遵循之前的内

容并将 mKM a 作为模型中唯一的慢变量 [15]。
比例函数有以下的形式

αCaH = 1.6/
(
1 + e−0.0072(V−5.0)

)
,

βCaH = 0.02(V + 8.9)/
(
−1 + e0.2(V+8.9)

)
,

αNaF = αn,NaF/αd,NaF, αn,NaF = 1.0/
(
1 + e(V+59.4)/10.7

)
,

αd,NaF = 0.15 + 1.15/
(
1 + e(V+33.5)/15

)
,

βNaF = (1− αn,NaF) /αd,NaF,

αKDR = αn,KDR/αd,KDR, αn,KDR = 1.0/
(
1 + e−(V+29.5)/10

)
,

αd,KDR = 0.25 + 4.35e−|V+10.0|/10.0,

βKDR = (1− αn,KDR) /αd,KDR,

αKM = 0.02/
(
1 + e−0.2(V+20.0)

)
,

βKM = 0.01e−(V+43.0)/18.0.
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函数 mNaF,∞ 由下式给出

mNaF,∞ = 1.0/
(
1 + e−0.1(V+34.5)

)
,

剩下的参数值有表 4 给出 [15]。
模型（28）和（29）当 J = −34.0nA 时产生了峰放电。就像我们前面对簇放电的讨论一样，对应稳定周期轨的单峰

解，和快子系统分岔图的小部分稳定周期轨。

Table 4: 浦肯野细胞模型 (28) and (29) 的参数 [91]。
channel reversal potential (mV) conductance (µmho)
leak (L) VL = 70 gL = 2

high-threshold calcium (CaH) VCaH = 125 gCaH = 1

fast sodium (NaF) VNaF = 50 gNaF = 125

delayed rectifier potassium (KDR) VKDR = −95 gKDR = 10

M-current (KM) VKM = −95 gKM = 0.75

Figure 14: 模型（28）和（29）从环面鸭解到簇放电的时间过程。注意不同面板中不同的水平时间尺度。(A)J = −34.0nA

时的周期峰放电。(B)J = −32.94nA 的无头鸭解对应的周期振幅调制峰放电。(C)J = −32.93828nA 的振幅调制簇放电对

应有头环面鸭。(D)J = −30.0nA 的周期性簇放电。

随着 J 的增加，例如 −32.94nA，模型表现出调幅尖峰（图 14B）。在这种情况下，没有静息的阶段，而是在快子系
统分岔图的轨迹投影到 (mKM �V ) 空间中的系统分岔图表明，这个解是一个环面轨道，沿着一个稳定周期轨道族，穿过一

个 SNPO，然后沿着一个不稳定轨道族，在每个周期中跳回稳定的周期分支之前的轨道（图 15B）。这种类型的鸭解，只
在立方结构的两个分支之间交替，有时参考无头鸭，或者在这种情况下，参考无头环面鸭解。

带头环面鸭解进一步增加。这些解还包括至少一个从快子系统周期轨道的稳定分支到不稳定分支的通道，但在这种情

况下，是一个子轨道，随后的快速跳跃将轨迹带回临界流形上的快子系统平衡下支的一个小邻域。因此，每一个都有一个真

正的静息阶段，并符合一个簇放电解。图 14C 显示了一个看似非周期的环面鸭解模式，在每个活动阶段都有明显的调幅峰
值，在快速跳跃到慢分支之前每个周期对应多个通道。找到这样的解需要非常精确地调整 J；我们使用了 J = −32.93828nA，
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而之前的 J = −32.93825nA[54] 也显示了类似的模式。对于一个更广泛的参数范围，我们发现周期环面鸭解，其头部在活
动相位中缺乏明显的尖峰幅度调制，但仍包括沿不稳定周期轨道族的移动（图 15C）。

有头环面鸭解持续到大约 J = −31.2nA，在这上面定期簇发放，在 SNPO 跳跃 (图。14D,15 D). 当然，这是比直接
刺激更复杂的方法，需要对完整模型的模拟，从分岔研究开始，精确定位型之间发生转换的确切 J 值，还需要做更多的工
作来解释所涉及的动态机制的数学细节。

Figure 15: 模型（28）和（29）的解轨迹在快子系统分岔图上的投影。在所有的图表中，实心（虚线）的蓝色曲线是稳定
（不稳定）的临界流形（z 曲线），实（虚线）红色曲线是在 SNPO 分岔相遇的稳定（不稳定）快子系统周期轨道族的最大
和最小电压，黑色曲线是一个吸引轨迹，青色曲线是慢零斜线。注意不同面板的轴尺度的差异；在 (B)-(D) 中，我们放大
了，但具有相同的右膝关节和 Hopf 分岔结构。(A)J = −34.0nA 的单峰放电。箭头表示每个区域内 mKM 的变化方向, 在
其他面板上；峰值轨迹通过 mKM 零斜的上方和下方。(B)J = −32.94nA 对应无头环面的周期性调幅峰值。当轨迹到达

SNPO，它的漂移从右到左切换，遵循不稳定周期轨的分支。(C) 周期性簇放电对应于 J = −32.92nA（请注意，该值与图

14C 不同）。这个解的特点与漂移到无头鸭的变化类似，但在它折点之后一直跳到 z 曲线的下分支，显示出不稳定的周期
性。(D)J = −30.0nA 的周期性簇放电，它缺乏沿不稳定周期性分支的偏移。(为了解释在这个图中对颜色的引用，读者可
以参阅本文的网络版本。)

然而，就目前的情况而言，严格确定环面鸭解性质的数学理论还远未完成。似乎在环面鸭解的情况下，由峰放电机制

开始的分岔参数变化，整个系统经历了一个环面分岔，这产生了峰值解，显示出振幅调制的连续峰值。这种调制最初很小，

但随后很快 (关于参数变化) 在环面鸭解爆炸中生长，最终产生向爆炸的过渡。在环面爆炸内，有环面鸭解，它通过快速子
系统周期轨道流形的吸引分支到排斥分支，跨越 SNPO。现有的关于环面鸭解的理论工作是通过平均快子系统动力学，并
将环面鸭解理论的各种原理应用于所得到的平均系统 [5,84]；这些工作还开发了某些简化或规范模型，这些模型似乎捕捉
了数值观察到的关键转换。平均系统中的鸭解理论与环面的严格联系在相应的完整系统的模拟中看到的动力学尚未建立，

尽管相关的结果可能即将出现在 [109]。

5 讨论

在本文中，我们说明了一些动力系统的方法，通过它，人们可以利用分离良好的时间尺度来分析多时间尺度系统，从

而阐明他们生成的解的动态机制。就像我们所呈现的，一旦建立了动态演化的时间尺度的分类，就存在各种这样的方法。
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这些方法通常是通过专注于快子系统来进行的，首先识别快子系统吸引子，然后评估慢动力学如何沿着或在这些吸引子之

间扫描系统。对慢动力学的考虑，通过某种快速收敛到平衡的快变量转向慢变量，类似于通常的准稳态方法，应用于生化

反应和其他生物系统的分析 [11,12,43,90]。我们也看到了一些例子，如鸭解和混合模式振荡，当时间尺度分离可以沿着轨
迹分解，即使动力系统中的快和慢的时间尺度被很好地分离出来，也会导致意想不到的解行为。

当然，还有一系列其他类型的多时间尺度动态分析已经出现在文献中或需要未来的关注。例如，在一般簇放电区域内，

一整本书出版了大约 10 年前，它的主题超越了基本分岔的簇放电分类 [24]，并且从那时起出现了许多其他的例子。一些
相关的领域，包括簇放电动力学，它包括了多于两个快子系统的分岔，随机系统中的动力学，分析了簇放电系统如何对反

应的相位依赖性（例如，[18,27,92]），以及基于映射的簇放电动力学表示（在 [49] 中回顾）。我们所提出的快慢分析已经被
用来分析固定参数值 [17,19,20] 的簇放电的多稳定性，而其他作者已经考虑过，簇放电和峰放电动力学之间的双稳定性是
如何产生的（例如 [93]）。
虽然快慢分析的方法在各种各样的分析中都被证明是非常有用的，但现实是，当在实践中建模一个生物系统时，可能

需要捕获观察到的动态需要多少时间并不明显。类似地，一旦建立了一个模型，根据生物学原理或参数估计方法确定参数

值，但是可能一些模型变量的时间尺度并没有很好地分离出来，在某些情况下，可能不清楚如何将变量划分为时间尺度的

类。在处理这样的问题时认识到无量纲化 [60] 的重要性是很有用的。自然地，相同的时间尺度参数可能会显得更大或更
小，这取决于它所表达的单位。无量纲化消除了这种任意性，提供了无单位的参数分组和存在的有效时间尺度。尽管如此，

即使在这一步之后，也需要判断时间常数的差异何时真正代表不同的时间尺度。作为一个起点，数值实验可以用来检查模

型动力学是否随着某些变量的时间常数被推开而定性地变化，在这种情况下，这些变量也许应该被认为是在相同的时间尺

度上进化的。不幸的是，这个过程可能没有人们所期望的那么精确；然而，如果它可以补充一个分析 (例如，使用我们已
经调查的快-慢技术) 动态机制所产生的行为，并改变它的参数变化，然后一个更明确的时间评估可以进行比例分离（例如，
[69])。
一个有趣的例子出现在当某些变量在中间时间尺度上演化时，相对于系统中更极端的快和慢的时间尺度。我们如何将

这些变量划分为子系统，通常会确定可以从分析中提取的信息的类型。例如，在 [107] 中，我们分析了垂体细胞电活动的
4 个变量模型，这些变量的几个不同的分区。传统的方法是将最慢的变量视为“慢”，而将其余三个变量视为“快”，正
如我们的讨论中所提出的那样。有了这种区分，人们就能够研究簇放电的活动阶段和静息阶段之间的过渡，但在簇放电期

间发生的峰值的机制还没有得到解决，峰解和簇解之间的参数空间的边界也没有解决。在相反的极端，一个最快的变量为

“快”，其余三个为“慢”。现在全系统用折临界流形和鸭解轨道来解释，这是垂体细胞表现出的所谓伪平台爆发的小峰值

的基础。T 现在的局限性是三维慢子系统很难处理，并且将 4 个变量中的 3 个当作慢变量，并没有利用可能存在在三个
变量见的时间尺度差异。如 [107] 所示，最好的方法是将变量划分为 3 个不同的时间尺度；一个变量是“快”，两个变量是
“中间”，最慢的变量是“慢”。现在，1 快/3 慢簇放电的三维临界流形变成了一个二维临界。这可以更简单地去处理。此
外，鸭解被保留，并形成在伪高原簇放电期间发生的小峰值的基础。最重要的是，1 快/2 中间/1 慢的分解提供了在轨道的
所有阶段的峰或簇的分析。我们预计，3 个时间尺度的分解将是一个焦点，我们在不久的将来进行了理论和应用的多时间
尺度分析，扩展了迄今为止所做的 [25,52,56,57,69,107]。
如果 3 时间尺度分离比 2 时间尺度分离提供了更多的信息，为什么不划分为 4 个不同的类呢？事实上，这是必要的

或有用的时间尺度的数量来理解系统行为取决于系统和所讨论的行为的特征。直接检查从一个生物系统或该系统的模型中

收集到的时间过程数据，在这方面可能会产生误导。例如，哺乳动物呼吸中枢模式发生器的输出可以包括一种类型的簇放

电序列和一种不同类型的簇，其中一系列通常的爆发被一个长时间的叹息簇所打断。这些模式似乎应该涉及 3 个时间尺
度的动力学，包括快和慢的成分，产生基本的簇放电，以及一个超低的成分，逐渐允许系统发展到它改变输出。虽然 3 时
间尺度模型可以产生两种模式 [36,53,72,99,100]，但仔细分析涉及无维初始化、时间尺度分解、分岔分析和直接模拟表明，
某些这种类型的混合簇放电模式可以在两个时间尺度内产生，而叹息簇放电确实需要 3 个时间尺度，至少在这些模型中
[110,111] 中。在 2 个时间尺度的情况下，通过划分为 3 个时间尺度，不会获得重要的额外信息。好消息是，我们调查的
方法和相关的扩展，使我们具备利用这些工具进行这些类型的评估，从而阐明多时间尺度生物动力学的机制，解释不同条

件下不同解行为之间的过渡，以确定系统参数，并为后续的生物测试做出明智的预测。
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