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1 引言

焦点问题“全局分岔、混沌和超混沌：理论和应用”是为了纪念 Leonid Pavlovich Shilnikov 这位伟大的数学家诞辰
85 周年，他是动力学混沌理论的创始人之一。他的作品决定性地影响了非线性动力学领域的整体。许多来自不同科学领域
的学者的研究都深深植根于 Shilnikov 的科学遗产。

1965 年，他发现并描述了现在被称为螺旋或 Shilnikov 的混沌。从那时起，他就把研究全局分岔和混沌转迁作为他工
作的中心主题。L.P.Shilnikov和他创建的科学小组研究了许多同宿现象，首次对经典洛伦兹吸引子进行了全面的理论描述，
并发现了通过环面破裂的同步到混沌的转迁。Shilnikov 的开创性成果早已成为经典著作，并被收录在大多数关于动力系
统和分岔理论的文本和参考书中。

作为一名真正伟大的科学家，L.P.Shilnikov 有一种“神奇的愿景”的天赋，可以让他在看似不相关的话题之间建立联
系，找到一个意想不到的问题公式，或者提出一种在多年后才突然变得明显的方法。也许，正因为如此，他成为了从数学、

物理、生物学、神经科学、化学和工程学的许多同事和研究人员的全局“吸引子”，许多学者承认，他的思想和个人魅力极

大地影响了他们自己的发展。

对我们所有人来说，Leonid Pavlovich 不仅仅是一位明智的建议者。他是一个很棒的人，是我们亲爱的同事，也是科
学和生活中的榜样。我们非常想念他。为了纪念他，我们将焦点问题与整体想法放在一起，以强调 Shilnikov 的学生和追
随者在高维动力学研究方面的最新进展。这可以追溯到我们与 Shilnikov 的多次对话。他强调，混沌动力学主要被合理地
理解为三维微分方程组或二维映射，而动力学系统研究的重点必须转移到更高的维度。

我们决定从概述 Shilnikov 在动力系统理论上的工作开始，随后将是对这个焦点问题的描述。我们选择来讨论以下主
题：

• 高维动力系统的全局分岔

• Shilnikov 鞍焦点和螺旋混沌

• 同宿混沌

• 同宿切线
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• 同步的数学理论

• 洛伦兹吸引子、拟吸引子和伪双曲性

他的兴趣更广泛，包括各种其他的主题，如哈密顿混沌理论，非自治系统，马尔可夫链和双曲系统的符号动力学，孤

立波的理论及其应用，等等。我们选择阐明的 shilnikov 部分，包含了最具开创性和基本的结果，对混沌理论产生了最大的
影响，并确定了未来研究的主要方向。

2 早期的工作：全局分岔

分岔理论是从开创性的工作 A.A.Andronov 和 E. A.Leontovich[1-4] 在 1930 年代受辐射物理学（振荡理论）的启发
发展起来的，他们表明，一个稳定的周期轨道的常微分方程系统可以生成半稳定的周期轨道或从平衡状态也就是现在说的

Andronov–Hopf 分岔，或从一个同宿环到一个鞍点或鞍结点。他们的结果依赖于先前发展的平面上的系统的庞加莱-本迪
克森-杜拉克理论。当时，多维系统分析的数学方法还没有发展起来；因此，高维的分岔理论被留给了下一代。
大约 20 年后，Shilnikov 开始对同宿环的 Andronov–Leontovich 理论推广到任意维系统的问题产生了兴趣。其中的挑

战是开发新的理论方法和数学技术来推广高维系统的平面结果；没有人期望他会做出突破性的发现。

Figure 1: 如果特征指数满足 Reλi(0) > λn(0)(i =

1, . . . , n − 1) 的条件，则同宿轨道 Γ0 分岔到鞍点，产

生单一稳定周期轨道。该图和下一个图是 Shilnikov 博
士论文的手绘。

Figure 2: 同宿鞍结点平衡态的分岔导致鞍结点消失后
出现单一稳定的周期轨道。

首先，他研究了两个同宿分岔，它们导致同宿环外出现单一稳定周期轨道。这些是:
1. 同宿环 Γ0 到鞍点 O 的分岔，其特征值为 Reλi < 0(i = 1, . . . , n − 1)，但 λn > 0，以及所谓的鞍值是负的，σ ≡
λn + max Reλi 见图 1。
2. 同宿环 Γ0 到鞍结平衡点 O 的分岔，满足 Reλi < 0, i = 1, . . . , n− 1, λn = 0，见图 2。
这些结果发表在论文 [6,7]，成为他 1962 年的博士学位论文的内容。这些结果确实与在平面上发生的情况相一致。其

原因是系统在同宿环附近的相空间中具有很强的耗散（面积收缩特性）。然而，新技术已经准备好应用于一般情况，也就

是 Shilnikov 接下来做的。关键的发现是，当强耗散被阻止时，同宿环附近的行为取决于鞍点的线性化矩阵的特征值是实
的还是复的，而在复杂的情况下，环附近的动力学可能是混沌的！

这个结果发表于 1965 年 [8]；“混沌”这个词在当时还不是一个科学术语；因此，结果被表述为在同宿环附近存在无
限多个鞍周期轨道。这个事实，一个简单的轨道（一个鞍焦点的同宿）可以引起复杂的动力学，这是一个令人惊奇和令人

不安的发现，是引发动态混沌理论的关键事件之一（类似于马蹄铁和阿诺索夫环面）。我们在第 III 节讨论了与 Shilnikov
鞍-焦点环相关的混沌行为的类型。
在另一种情况下，当最接近虚轴特征值为实数时，Shilnikov[9] 表明，在满足四个通用条件的情况下，同宿环出现鞍平

衡：(i) 鞍值 σ 必须是非零，（ii）分离值 A 必须是非零，（iii）当同宿环进入鞍点时，它必须与引导方向相切，（iv）必须
只有一个简单的优先特征值；见图 3。
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Figure 3: (a)在三维相空间中，具有实特征值 λss < λs < 0 < λu 的同宿环 Γ0 到鞍点 O的例子。如果鞍值 σ = λu+λs < 0，

则该环产生一个稳定的周期轨道；见图 1。当 σ 为正时，则需要额外的条件来产生一个单鞍周期轨道。在 O 附近的一些

局部坐标 (x, y, u) 中，不稳定流形和稳定流形是垂直 y 轴和 (x, u) 平面；前特征方向是 x 轴，非特征值对应的特征方向

是 λss 轴。我们要求分离线 Γ0 不位于强稳定流形 W ss 中。因此，Γ0 沿 x 轴当 t → +∞ 时趋近 O。为了看到分离线值

A 没有消失，我们建立了同宿环的两个截面：Π0 经过局部稳定流形 t → +∞，Π1 经过局部不稳定流形。从 Π0 开始的轨

道靠近 O，在与 x 轴相切的薄楔点达到 Π1；沿着 Π0 的流动将这个楔形返回到 Π0。条件 A ̸= 0 意味着 Π0 上的图像楔与

W s
loc 不相切，如图 (b) 和 (c) 所示，它们代表了可定向 (b) 和不可定向 (c) 同宿环的情况

论文 [8-10] 给出了同宿现象理论的初步动力。这个理论成为了混沌行为的例子和概念模型的无穷无尽的来源。许多结
果现在是一个民间传说；然而，它们有一个单一的起源——整个理论都是从早期的 Shilnikov 的作品中发展出来的。

Shilnikov 在鞍结点同宿的一般情况下的工作，在应用研究界不太知道，但它也导致了一个显著的发现。在参考文件
10 和 11 中，他检查了鞍-鞍平衡的同宿分岔；见图 4(a)。与他早期发表的同宿鞍结点不同 [7]，鞍-鞍除了具有零特征值和
具有负实部的特征值外，还具有正实部。因此，其不稳定流形和稳定流形的维数都大于 1。Shilnikov 证明，如果 (i) 同宿
环 Γ0 离开鞍鞍 O，沿着零特征值对应的特征方向返回，（ii）O 的稳定和不稳定流形沿 Γ0 横向相交，则单一鞍周期轨道

从同宿轨道出现到鞍 0-鞍轨道消失后出现；见图 4(b). 这看起来像鞍结点的情况，稳定周期轨道现在被鞍轨道取代。
让我们强调，鞍-鞍可以有多个同宿环；见图 4(c)。Shilnikov[11] 表明，具有 p 同宿环的鞍鞍消失后，(i) 每个环产生

一个鞍周期轨道，（ii）出现一个非平凡双曲集，它与 p 符号上的拓扑伯努利位移轨道一一对应；见图 5。
无论鞍鞍有多少个同宿环，这个分岔仍然是一个余维 1。因此，在任何与 SHilnikov 鞍鞍的分岔表面相交的单参数族

中，我们观察到一个从简单动力学（一对鞍平衡）到混沌（鞍鞍消失后的双曲集）的突然转变。

这是向混乱转变的第一个例子。寻找向混沌过渡的情景及其分析，成为 Shilnikov 多年来研究的主要课题之一：这些
情况解释了混沌动力学是如何在真实世界应用中产生的，并决定了该理论的进一步发展。其他的情况，如周期加倍和环面

分解，在后来被发现。然而，Shilnikov 鞍鞍情形是特殊的，因为混沌动力学是在一个分岔中完全形成的。另一种具有相同
特性的情况在很久以后被发现——在蓝天灾难中一个双曲吸引子的诞生 [14]；见第六节。

3 螺旋混沌

Shilnikov 环是一个具有正鞍值的鞍焦点的同宿轨道。在开创性的论文 [8] 中，Shilnikov 证明了在三维相空间中这样
一个同宿环的存在意味着在三维相空间附近存在无限多个鞍周期轨道。接下来，他将这个结果扩展到四维情况 [15] 上，其
中鞍焦点上的所有特征值都是复杂的。在接下来的论文 [16] 中，他分析了一般的多维情况，并证明了同宿环的一个邻域包
含一个双曲（混沌）不变集，其中包含无限多个 Smale 马蹄铁。他还详细描述了混沌集合，并表明其结构远比马蹄铁复杂
得多。特别地，与混沌集一起，Shilnikov 鞍焦环的一个邻域可以包含无限多个稳定的周期轨道 [17,18]。
图 6 说明了鞍焦环附近混沌存在背后的几何思想。我们考虑了鞍焦点具有特征值 λ± iω 和 γ 的三维情况，即 ω ̸= 0

和 λ < 0 < γ；因此，鞍焦点的稳定流形是二维的，不稳定流形是一维的。让 λ+ γ > 0。这里，对于鞍同宿环的情况（见图
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Figure 4: (a) 在三维相空间中具有单同宿轨道 Π0 的

鞍鞍平衡 O，沿此轨道的二维稳定和不稳定不变流形

W s(O) 和 W u(O) 横向相交。(b) 一旦鞍鞍消失，同宿
轨跃迁到单鞍周期轨道 Lµ。(c) 鞍-鞍可以有几个横向
同宿轨道；见参考文献 12。

Figure 5: 当具有两个同宿环 Γ1 和 Γ2 的鞍鞍 O 消失

时，鞍环 L1 和 L2 的稳定和不稳定流形横向相交，根

据 Shilnikov 定理导致了双曲集的开始；见第 3 节。

3），动力学是由横向到环 Γ0 的二维截面 Π+
0 的第一返回图 T 决定的。由于特征值复杂，图像 T

(
Π+

0

)
具有螺旋形状，见

图 6；因此，图像 T−1
(
Π+

0

)
∩Π+

0 是一个在 W s
loc(O)∩Π+

0 上累积的不相交条带 σk 序列。鞍值 λ+ γ 的正性意味着 T
(
Π+

0

)
足够大，因此对于每个 k，图像 T (σk) 与 σk 相交，而 T 作为 σk 上的 Smale 马蹄形图。此外，T (σk) 也与其他条带相交。

就像 Shilnikov 证明 [16] 的，这创造了一个无限马尔科夫链，它的结构是由 ρ = λ/γ 的值控制的。后一个结果成为同宿切

理论的模型。它也直接暗示了 Shilnikov 混沌的精细结构的敏感参数依赖性，这实际上导致了其动力学和分岔的最大复杂
性 (见第 5 节).

Shilnikov 在同宿结构附近发现了惊人的混沌，这是 Shilnikov 科学生涯的决定性时刻，也是他一生探索动力学混沌的
许多面背后的同宿结构的起点。在 Arneodo 等人 [19-21] 发表了一系列论文，强调了 Shilnikov 同宿环对混沌理论的重要
性后，他的作品在西方获得了认可。从上世纪 70 年代末开始，螺旋混沌由于 Shilnikov 在鞍焦点的发现已经变成各种各
样模型中最具有影响力的动力学机制，例如流体动力学、电子学、光学、天体物理学、化学、生物学、力学、神经科学等

[22,23] 等。
这种爆炸性的发展让 Shilnikov 很吃惊：为什么螺旋混沌会发生在如此多不同的模型中，不管它们的性质如何？作为

回答，他提出了一种螺旋混沌形成的普遍情况。在某些参数值下，系统通常运行在一个平稳的状态（一个全局稳定的平衡），

但参数的变化使动力学混沌。向混沌的过渡需要失去平衡态的稳定性，这通常通过 Andronov–Hopf 分岔发生，在这个分
岔中，线性化系统的一对共轭特征值穿过虚轴。Shilnikov 强调，在这个分岔之后，平衡点成为了一个鞍焦点。随着参数的
进一步变化，鞍焦点的二维不稳定流形可以形成所谓的 Shilnikov 漩涡（图 7），它限制了一个生成吸引子的盆地。在那之
后，随着 Shilnikov 鞍焦点的同宿环的形成，后者变成了螺旋混沌 [24]。
在同一篇论文中，[24]Shilnikov 描述了这种情况的几种实现：“安全”，与周期加倍的级联或环面分解有关，还有“危

险”，螺旋混沌在亚临界 Andronov–Hopf 分岔之后立即出现。他为它们提出了几个几何模型和详细的其他类型的混沌吸引
子出现的现象学原理，并在参考文献中进一步发展, 见文献 25 和 26。在一篇未发表的手稿中，他建立了一个通过鞍焦同
宿分岔出现双曲吸引子的理论。
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Figure 6: 三维相空间中的 Shilnikov 鞍焦环：一个具
有二维稳定流形和一维不稳定流形的同宿轨道 γ0 到

一个鞍焦平衡 O。当鞍值为正时，在与局部稳定流形

W s
loc(O) 横截的截面 π+ 的回归图上有无穷多个 Smale

horseshoes。

Figure 7: 在具有二维不稳定流形W u 的鞍焦平衡 O 附

近的 Shilnikov 漩涡的形成先于同宿分岔。

4 同宿混沌

动力学混沌理论的最基本的结果之一是关于庞加莱同宿轨道附近的动力学的 Shilnikov-Smale 定理。该轨道属于鞍形
周期轨道的稳定和不稳定不变流形 W s 与 W u 的交点，他在向前和向后的时间都趋向于同一个周期轨道。当 W s 与 W u

沿 Γ0 横向相交时，同斜轨道 Γ0 称为横向轨道；见图 8。
横向同宿轨道存在的可能性是由庞加莱发现的。这一时刻被普遍认为是动力学混沌历史的开始。庞加莱对同宿线缠结

的复杂性感到敬畏 [见图 8(a)]，并强调了横向同斜缠结作为不可积性的普遍机制的特殊作用。然而，或多或少的详细的轨
道行为附近的庞加莱同宿一直未知，直到 1960 年代中期（唯一的部分结果是 Birkhoff 在 1934 年显示的存在无限多个周
期轨道的特殊情况下，映射是二维和区域保存 [28]）。

1965 年，Smale[29] 在横向同宿附近建立了一个非平凡双曲集（Smale 马蹄形）的存在 [图 8(b)]。1967 年，Shilnikov
通过提供了对完全位于横向庞加莱同宿轨道的一个小邻域内的轨道集合 N 的结构的完整描述，从而结束了这个问题。他
证明 [13] 了：集合 N 是双曲的，与两个符号的无限序列的集合一一对应 [见图 8(c)]。
我们强调，Shilnikov是第一个提出并解决了对横向同宿轨道附近动力学的完整描述问题的人，从而揭开了庞加莱同宿

纠缠的神秘面纱。他自己认为这个结果在根本上是重要的，并且从不厌倦再次强调庞加莱同宿轨道是混乱的“基本基石”；

可以看他的结果 [30]。
我们还应该注意到，Smale 对马蹄铁存在的证明只在假设系统靠近鞍点的情况下是线性的。然而，这种假设并不总是

是合理的；例如，共振鞍点。Shilnikov 的方法没有这个缺点。
为了摆脱线性化的假设，他必须克服重大的技术困难。Shilnikov 创造了一种新的数学技术，用来构造鞍平衡态和周期

轨道附近的解，使用所谓的边值问题的方法（这项方法在他的原始文章 [13,31] 和书 [32] 中详细描述了）。他系统地将这种
强大的方法应用于分析各种同宿现象。他描述了与不变环面 [33]相关的同宿结构，并与 Lerman一起描述了无限维 [34]和
一般非自治系统中同宿轨道附近的动力学。这些作品远远超前于他们的时代。我们建议读者参考最近出版的 Shilnikov 精
选论文集 [36]。
在这些突破性的结果之后，Shilnikov启动了一个新的研究项目，系统地研究向混沌过渡的合理场景。自 20世纪 70年代

初以来，一个由学生和有类似想法的同事组成的庞大团队开始以 L.P.Shilnikov为中心。他的第一批学生是 N. K. Gavrilov,
V. S. Afraimovich, L. M. Lerman, A. D. Morozov, V. Z. Grines, L. A. Belyakov, and V. V. Bykov, ，他们后来成为世界
著名的研究人员。随着时间的推移，团队进一步扩大了，加入了 V. I. Lukyanov, Ya. L. Umanskii, N. V. Roschin, A. N.
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Bautin, S. V. Gonchenko, M. I. Malkin, I. M. Ovsyannikov, A. L. Shilnikov, V. S. Biragov, D. V. Turaev, M. V. Shashkov,
O. V. Stenkin, I. V. Belykh, V. S. Gonchenko 等人，都来自 Nizhny Novgorod。Shilnikov 科学学派迅速增长的活动最终
导致了动力系统理论的一个新分支的创建——高维系统的全局分岔理论。

这一新理论的关键挑战是识别和调查庞加莱同宿轨道出现的典型情况，从而，混沌动力学。我们已经在第 3 节中讨论
了向螺旋混沌的过渡。下面，我们将回顾一下 Shilnikov 做出决定性贡献的以下主要情况：

1. 通过同宿切线 (非横向庞加莱同宿轨道过渡到混沌；见第 5 节)；
2. 不变环面的分解 (从准周期运动到混沌的转变；见第 6 节)。
3. 洛伦兹吸引子的开始。(见第 7 节)

Figure 8: (a) 庞加莱同宿结。(b) 与横向同宿相交的 Smale horseshoe。(c)Shilnikov 方法允许人们解释在横向同宿轨道的
一个小邻域（橙色盒子）中的所有轨道。这些轨道都由 0 和 1 的序列唯一编码：符号“0”对应周期轨道的一个小领域的
迭代，“1”对应沿同宿的偏移。

5 同宿切线

众所周知，混沌动力学的主要性质是它的结构不稳定性（非双曲性）：一个典型的混沌系统通常通过任意小的参数变

化来改变其行为。同宿切线（鞍形周期轨道不变流形的非横向交点）是非双曲混沌系统理论中的一个主要对象；见书 [37]。
同宿切线的系统研究是由 N. K. Gavrilov 和 L. P. Shilnikov 在两篇论文中开始的 [38,39]。首先，他们对不同类型的

二次同宿切线进行了分类，并描述了完全位于同宿切轨道的一个小邻域内的非均匀双曲集的结构。他们还研究了一般单参

数族中伴随切线分裂的主要分岔，并发现与双曲集共存的稳定周期轨道可以出现在这些分岔上。

让我们来说明二维微分同态的 Gavrilov–Shilnikov 理论。让一个鞍焦点 O 有乘子 λ, γ，使得 0 < |λ| < 1 < |γ|
和 σ ≡ |λγ| < 1。设存在一个同宿轨道 Γ0，与稳定和不稳定流形 W s(O) 和 W u(O) 的二次切线有关。确切来说，假设

λ > 0, γ > 0（λ 和/或 γ 是负数也在文献 38 和 39 中考虑了）。那么，有四种不同类型的同宿切线；见图 9。
具有同宿切线的系统 [图 9(a) 和 9(b)] 的下面属于第一类。在这种情况下，Gavrilov 和 Shilnikov 证明了所有轨道上

完全位于 O ∪ Γ0 的小邻域 U 的集合 N0 是平凡的：N0 = {O,Γ0}。他们也证明了这一点

• 具有第一类同宿切线的系统可以形成具有简单动力学的系统（Morse–Smale 系统）和具有混沌动力学的系统之间的
边界。

因此，第一类同宿切线的分岔（以及具有几个同宿环 [11] 的鞍鞍分岔）成为今天被称为同宿 Ω 爆炸的第一个例子，当

混沌（由于横向同宿）瞬间出现时；在参考文献 [40-43] 中看到更多。
在这方面，我们也提到了 Shilnikov 的评论 [44]，在那里他描述了使 Morse–Smale 系统过渡到混沌的关键分支。这些

分支的一种类型对应于 Ω 爆炸，如上所述；导致二维不变环面 [45,46] 被破坏的鞍结点分岔是 Ω 爆炸的另一个例子；见第

5 节。L. P.Shilnikov 还描述了只能通过无限序列（级联）分支达到的第二种边界——例如，他提到了因 M. Feigenbaum 的
工作而闻名的周期加倍级联 [47]。
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从上面开始，具有同宿切线的系统 [图 9(c) 和 9(d)] 属于第二类或第三类。第二类的同宿切线如图 9(c) 所示，在这种
情况下，Gavrilov 和 Shilnikov 给出了对 N0 的完整描述：它是一个非平凡的非均匀双曲集，与三个符号 0、1、2 上的伯努
利偏移一一对应，其中两个同宿轨道 (. . . , 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, . . .) 和 (. . . , 0, . . . , 0, 2, 0, . . . , 0, . . .) 粘在一起。他们还展示了

• 具有第二类同宿切线的系统可以形成具有非平凡均匀双曲动力学的结构稳定系统集的边界。

二次同宿切线的分类划分对混沌动力系统的分岔理论的形成具有重要意义。根据切线的分类，与切线分裂相关的全局

相空间转换可以导致系统行为的剧烈变化——从规则到混沌，或从结构稳定到非双曲。

Figure 9: 二维微分同态中各种类型的同宿切线。

图 9(d)所示的切线属于第三类。在这里，集合 N0 的结构比前两种情况要复杂得多。Gavrilov和 Shilnikov描述了 N0

的一个大的双曲子集，并证明了这一点

• 集合 N0 的结构本质上取决于 θ = − ln|λ|
ln|γ| 的值, 因此，周期轨道的分岔密集地发生在具有第三类同宿切线的系统集合

中；参见参考文献 48 和 49。

后来由 Gonchenko 和 Shilnikov[50-52] 展现，Gavrilov–Shilnikov 参数 θ 是一个不变的（模）ω 等价（拓扑等价的非

蜿蜒集）系统的第三类（其他类，θ 不是 ω 模，但是，如下从同宿切线的结果 [53]，这是一个不变的拓扑等价）。进一步的
研究显示

• 第三类切线的无穷多个独立 Ω 模的存在性 [54–56].

非正式地说，这意味着我们需要无限多个独立的参数来描述任何具有第三类同宿切线的给定系统的动力学。因此，对

于任何在某个参数值上具有同宿切线的有限参数系统族，对动力学和分岔的完整描述都是不可能的！

这个理论的另一个基本发现是一个矛盾的，事实上 [37,54,55]，任何具有二次同宿切线的系统的分岔都会产生任意高
阶的同宿切线。这意味着传统的通过在依赖于足够（有限）数量参数的参数位置族中展开来抵消分岔的简并性的逻辑不适

用于非双曲混沌的研究。

以下是对 Shilnikov[30,57] 的直接引用:

• 这个令人沮丧的结果更重要，因为在 Newhouse 区域具有第三类同宿切线的系统的密度，也就是说，我们在光滑动力
系统的空间中有整个区域，对动力学的完整描述…永远无法实现。当我们意识到这一切时，我想起了 E. A.Leontovich
关于在同宿环附近发现混沌的话：它只是不可能！在他关于庞加莱的回忆录的报告中，K.Weierstraß 写道，那篇论文
的结果消除了哈密顿系统理论中的许多幻想。从本质上说，这是发展代表非线性动力学本质的定性方法的起点。今

天，我们看到，对动力系统进行完整定性分析的可能性也应该被放弃。在这两种情况下，危机的原因都是庞加莱的同

宿曲线。
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由于对非双曲混沌的完整描述是无法实现的，人们应该集中于它最有趣的性质。这种最一般的性质是不同稳定类型的

周期轨道的共存。这一事实，即所谓的“混沌中稳定窗口”的出现，对于任何用具有奇怪吸引子的系统进行数值实验的人

来说都是众所周知的。关于这个问题的第一个结果属于 Gavrilov 和 Shilnikov：[39]

• 对于 σ < 1，对于具有二次同宿切线的二维映射的单参数展开 Xµ，存在一个关于参数 µ 的收敛到 µ = 0 的无限序列

不相交间隔 δk，这样 Xµ 有一个稳定的轨道，具有周期 k。

几年后，NewHouse[58,59] 说明有开放区域空间动力系统的系统同宿切线和密集的通用系统从 NewHouse 地区 σ < 1

无限许多稳定周期轨道的关闭包含一个非平凡双曲集。

Shilnikov 很清楚，同宿切线的分岔是在混沌系统中发生的最基本的结果之一。因此，对于非双曲混沌，具有足够长周
期稳定周期轨道的双曲集共存几乎是不可避免的。这一事实，连同他早期对洛伦兹模型 [60-62] 的研究，使他提出了准吸
引子 [63] 的概念，我们将在第 7 节中讨论
接下来，我们想让人们关注到基于本研究的另一个理论。具体地说，用二维微分同态 f 的 σ > 1 代替条件 σ < 1 等

价于用它的逆，f−1 代替 f。因此，Gavrilov–Shilnikov 关于在同宿切线附近的周期汇的结果变换为周期源（绝对值中所有
乘数都大于 1 的不稳定周期轨道）的存在问题。正如 Gonchenko, Shilnikov, and Turaev[64] 在二维微分空间中存在开放
区域，即所谓的绝对 NewHouse 区域，在那里，具有同宿切线的系统与 σ < 1 和 σ > 1 都密集。这就意味着：

• 一个来自绝对 NewHouse区域的一般微分同态具有无穷多个周期的汇、源和鞍，而汇的闭包具有一个非空的交集（它
包含一个非平凡的双曲集）。

属于绝对 NewHouse 区域参数值的间隔存在 [64] 在任何通用的单参数展开的二维微分的非横向异宿周期，其中包含
至少一个鞍周期轨道的雅可比矩阵（回归映射）大于 1 和一个鞍周期轨道的雅可比矩阵小于 1[图 10(a)]。因此，当非双曲
混沌映射存在映射扩展区域和映射收缩区域没有动态分离时，非双曲混沌映射可以属于绝对 NewHouse 区域。

事实上，这种情况在可逆映射和封闭表面上的映射中很常见。对于“动力系统的吸引子”，有几个相互竞争的定义。然

而，在任何这样的定义中，吸引子必须包含所有的周期汇。同样地，所有周期源都必须属于排斥子。因此，[64]

• 对于来自绝对 NewHouse 区域的系统，吸引子和排斥子是不可分割的。

总的来说，到更高的维度，请参见参考文献 [65–69]。重要的是，数值观察吸引子和排斥子的鲁棒交集已经被检测到许
多例子。这种现象在参考文献中被称为混合动力学。除了经典的保守和耗散混沌外，还可以被认为是一种新的混沌动力学

[79]。

Figure 10: (a) 二维微分 f0 非横向异宿环包含两个鞍点 O1 和 O2 和两个异斜轨道 Γ12 和 Γ21 ，使得 0 < J (O1) < 1 <

J (O2)，和 W u (O1) 和 W s (O2) 在轨道 Γ12 的点上横向相交，而 W u (O2) 和 W s (O1) 在轨道 Γ21 的点上有一个二次切

线。(b)Celtic stone 模型 [70] 产生了混合动力学：一个吸引子（红点）与一个排斥子（蓝色点）共存，它们的相交使图片
呈现紫色。

8



6 通过环面分解得到的同步和混沌的数学理论

经典的同步理论研究了外部周期强迫对自振荡系统的影响或两个自振荡系统的相互作用。该理论的目标是识别参数空

间中对应于渐近稳定周期轨道存在的同步区域，并描述发生在同步边界上的动态现象。

对这个问题的兴趣最初是由应用引起的，从 Van der Pol和 Van der Mark的实验研究和 Andronov和 Vitt[81]的理论
工作开始。在同步问题中出现的数学模型是多维的，可以表现出非平凡的动力学和混沌，就像 Cartwright and Littlewood[82-
84] 首次发现的那样。现代同步数学理论始于 Afraimovich and Shilnikov[45,46,63,85] 的基本著作，他们提出并发展了新的
从同步状态到混沌过渡的普遍机制。在他们的工作之前，大多认为退出的同步区域必然导致准周期机制，即，出现一个光

滑的二维不变环面（通过类比系统在一个平面，同宿鞍结点的消失导致一个稳定的极限环的出现）。他们的论文通过证明

共振环面可能是不光滑的，并且它的崩溃可能导致一个混沌不变集的开始，从而破坏了这个信条 [45,46,63,85]。

Figure 11: (ω, µ) 参数平面的同步区域

当耗散自振荡系统受到一个小振幅的外部信号的扰动时，初始极限环在扩展的相空间中转化为一个二维渐近稳定、光

滑不变的环面 τ。利用环面横截面 S 的双参数族 Tµω 可以研究环面上轨道的行为。这里，参数 µ 和 ω 分别为外力的振幅

和频率。

对小参数 µ 情况下映射 Tµω 分岔集的结构如下 [86,87]：对于每个有理数 p/q，在 µ 轴上有一个点 (ω = p/q, µ = 0)，

这是参数平面 (ω, µ) 上同步区域 Ap/q 的尖端，如图 11 所示；这也被叫做 Arnold tongue。对于充分小的 µ (µ < µ∗ 图 11
中），不同的同步区域不相交，而对于 (µ, ω) ∈ Ap/q，微分同态 Tµω 有一个合理的旋转数 p/q。因此，在不变环面 τ 上至少

存在两个周期轨道。为简单起见，假设恰好有两个这样的轨道。在与横截面 S 的交点上，他们对应于不变曲线 lµ = τ ∩ S

上的一对周期 q 轨道-一个稳定 (Ps) 和一个鞍点 (Pu)。区域 Ap/q 的边界由两条分岔曲线 L+1
p/q 和 L+2

p/q 组成，对应于周期

q 的鞍结点轨道的存在，由 Ps 和 Pu 合并形成；见图 11。
为了解释 Afraimovich-Shilnikov 的发现, 我们在图 12 中说明了共振环 lµ 的演化 (为了简单起见，我们将 Ps 和 Pu 描

述为不动点)。请注意不变环 lµ 是 Pu 的不稳定流形的闭包; 即 lµ = W u (Pu)。

对于较小的 µ，不变曲线 lµ 保持平滑：鞍点 Pu 的两个不稳定分离线均平滑地进入 Ps，如图 12（a1）所示。然而，随
着 µ 的增加，Pu 的分离物可以开始振荡并不平稳地进入 Ps，如图 12（b1）所示。在同步区域的边界上，Ps 和 Pu 合并

成一个鞍结点 O。如果不变曲线 lµ 此时是平滑的，见图 12（a2），鞍结点的消失并不破坏不变曲线，动力学保持准周期或
周期性。但是，如果 O 的不稳定流形以非光滑的方式返回到它，见图 12（b2），那么同步区域的推出可以伴随着混沌动力
学的出现。与共振环面可以不光滑的事实共同构成开创性工作的主要发现 [45,46,85]。
如果非光滑性足够强，即满足所谓的大环条件 [24,45,85,88]，则在同步区域外边界附近的所有参数值都存在混沌。当

非光滑性为“小”且不满足大环条件时，随着同步边界的跨越，具有混沌和简单动力学的区间可以交替出现 [89,90]。
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Lukyanov 和 Shilnikov[91] 研究了鞍结点的不稳定流形与其强稳定流形有横向相交的另一个相关分支 [图 12（d2）]。
本文为规则振荡和混沌振荡之间的交替现象提供了理论基础，这种现象后来被称为间歇性 [92]。
在下面的论文中]14,93]中，Shilnikov和 Turaev提出了一种新的同宿鞍结分岔，称为“蓝天突变”，如图 13所示。这个

分岔产生了一个无界长度的稳定周期轨道。这是周期轨道的稳定边界的一个例子，与其他八个已知的显著不同 [32,94,95]。
最有可能的是，余维 1 已经没有这样的边界了；因此，蓝天突变的发现完成了周期体系的稳定边界的经典问题。研究还表
明 [96]，蓝天灾难提供了向混沌过渡的新场景；例如，其中一些可以导致非平凡双曲吸引子的瞬间形成。
在进一步的研究中，我们确定了蓝天灾难是慢-快系统中的一种自然现象 [97]，特别是那些与神经元模型相关的系统

[98-100]。当一系列的快速振荡（簇放电）一个接一个的跟随时，这种分岔负责从快速振荡的状态过渡到所谓的簇放电状态
[101,102]，如图 14 所示。
同样有趣的是，Lukyanov 和 Shilnikov[91] 所考虑的同宿鞍结点分岔在许多神经元模型中都是典型的，在这些模型中，

它产生了复杂的脉冲动力学，以及快峰放电和慢簇放电活动的共存 [103,104]。导致复杂动态活动的 Afraimovich–Shilnikov
环面分岔，也恰好是各种低维和高维神经元模型的普遍现象；看参考文献 105 和 106。

Figure 12: 鞍点 Pu 的不稳定不变流形 Wu 的行为如上一行的图所示；鞍结点 O 的流形 Wu(O) 如下一行的图所示。参数

值从图 11 的分岔图中对应的区域中选取；例如，上行对应同步区域的内部，下行对应其边界。

Figure 13: 参考文献 [32]中说明了蓝天灾难的机制。被
压缩的不稳定流形 Wu(L) 从其结点区域返回到鞍结点

周期轨道 L，使其与截面 S 的交点圆在随后的每次迭

代中越来越收缩。

Figure 14: 深蓝色显示的是，一旦鞍结点极限环（浅蓝
色）在慢流形 MLC 中消失，在神经模型的三维相空间

中从峰放电活动过渡到蓝天灾难的簇轨道转换；见参考

文献 103 和 104。
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7 洛伦兹吸引子与其他

20 世纪 70 年代末，确定性混沌成为非线性科学的热门话题。数学家们发现在多大程度上与自然科学有关的问题的混
沌得到了广泛的讨论，L.P.Shilnikov 积极参与了这个内容 [24,44,107–110]。

转折点——动态混沌是一种基本自然现象的事实证明——是在洛伦兹系统中发现一个奇怪的吸引子 [111]。到那时，在
动力系统理论中已知的唯一混沌吸引子是双曲奇异吸引子的抽象例子。然而，由于这些在应用中没有被观察到，非线性科

学家仅仅将它们视为纯粹的数学结构。当 Shilnikov 了解了洛伦兹的工作，他立即意识到洛伦兹模型的重要性，这项研究
应该导致对多维动力学的新观点。Shilnikov 很清楚，在他之前对同宿分岔的研究中，他已经为研究洛伦兹系统创造了所有
必要的机制。他委托 V. S. Afraimovich a 和 V. V. Bykov 开始了关于洛伦兹吸引子的团队工作，从而产生了一系列深刻
和有影响力的出版内容。

为了严格研究洛伦兹模型中的混沌，他们引入了所谓的几何模型——一种二维分段光滑映射，其导数满足某些特定的

不等式。这是横截面 Π 上的庞加莱映射，它与鞍平衡状态 O 的稳定流形相交；该映射在交线 Π0 处是不连续的；见图 15。
在交线附近，导数的条件与具有正鞍值和非零分线值的同宿环附近的庞加莱映射相同 [9]，见第 2 节。在全局范围内，这些
条件的形式类似于 Shilnikov早期论文 [45,46]中提出的“环原理”(关于不变环面的分解，见第 6节）。本质上，这些都是双
曲条件——它们表示在平行于不连续线的方向上的收缩和在横向方向上的扩展。重要的是，Afraimovich–Bykov–Shilnikov
双曲性条件是明确可验证的。首先，由 Sinai 和 Vul[112] 以及 Bykov 和 Shilnikov[113] 对洛伦兹模型（在一个参数值下）
进行了数值检查，他们通过计算确定了洛伦兹吸引子的存在区域。在经典的洛伦兹参数（σ = 10, b = 8/3, r = 28)）下，由

Tucker[114] 验证了双曲性条件，他使用区间算法来严格评估数值精度。
利用几何模型，Afraimovich, Bykov 和 Shilnikov 获得了对洛伦兹吸引子结构的详细描述 (参见参考文献中 [62] 的定

理). 他们表明吸引子是一个（奇异）双曲集，在它的邻域中存在一个强收缩不变叶状，这使得庞加莱映射的动力学有效地
呈现处一维（即可以用区间的分段扩展映射来描述 [115,116]）。他们还建立了由一个二维传递分量组成的吸引极限集，其
中鞍周期轨道稠密，当展开式较弱时，它也可能包含一个一维分量，其中动力学用马尔可夫链描述。后一种情况对应于在

一维分量所在的吸引子内出现的空隙。

它也显示在参考文献 [62] 中。洛伦兹吸引子是结构不稳定的：吸引子本身持续存在，但鞍点 O 的同宿环随着参数的

变化而出现和消失。文中还描述了导致洛伦兹吸引子的形成、腔隙的出现和吸引子的破坏的关键分岔 [60,117]。

Figure 15: (a) 回归映射 T 由 Afraimovich–Bykov–Shilnikov 几何模型的轨迹生成。映射 T 有一条与鞍平衡 O 的稳定流

形相关联的不连续线，它将横截面 π 映射成一对三角形。(b) 在 π 上由水平扩张和垂直收缩引起的强稳定不变叶理。

他们发现的总结 [60] 首次发表于 1977 年，详细的论文 [62] 中包含了 5 年来发表的严格的理论和完整的证明，由于奇
怪的情况，这与科学无关。L. P. Shilnikov 准备了一项开创性的调查 [117]，专门用来传播于俄语非线性区域的洛伦兹模型
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中关于奇异吸引子及其分岔的数学发现。

西方几乎同时地、独立地出现了大量关于洛伦兹吸引子的出版物 [118-124]，同时参见论文 [125]。然而，Afraimovich–
Bykov–Shilnikov 理论仍然是各种系统中类洛伦兹吸引子最完整和最方便的实际性分析。

Shilnikov 对这些结果感到非常自豪，而洛伦兹吸引子的主题一直是他的首要任务，直到他生命的结束。首先以及最
重要的是，Shilnikov 最感兴趣的是寻找导致类似洛伦兹吸引子的看似合理的分岔机制。他描述了一组同宿环的特殊分岔
[130]，它保证了在附近的一个开放的参数值集中洛伦兹吸引子的存在，而不需要验证几何模型的双曲性条件。这些准则随
后被用于检查 Shimizu–Morioka 模型 [131-134] 和其他系统中的洛伦兹吸引子 [135,136]。在下面的论文中 [137]，标准扩
展了，并提出了在局部分岔处洛伦兹吸引子开始的新机制。

洛伦兹吸引子是完全混沌的：其中的每个轨道都是不稳定的。然而，在洛伦兹吸引子研究的论文中 [60,62]，Shilnikov
清楚认识到这种性质并不总是成立的。在洛伦兹模型本身中，参数的变化使动力学保持混沌，但最终，稳定的周期轨道开

始在吸引子中出现，正如在参考文献 [61] 中首次报道的那样。Shilnikov 将此与庞加莱图中所谓的钩子造成的双曲性的损
失联系起来 [见图 16(a)]；在洛伦兹模型的参数空间中，形成钩子的边界后来在参考文献 [113] 中被数值发现。这在参考
文献 [61] 中已经提到过了。钩子的形成和稳定周期轨道的产生与包含鞍点 O 和一对鞍焦点的对称异宿环的出现有关 [图
16(b)]。Bykov[138-140] 在他的博士论文中，对涉及不稳定流形不同维数平衡的异宿环的分岔进行了研究。
通过“Bykov point”的奇怪的洛伦兹模型可能失去其双曲特性并获得稳定的周期轨道作为提出准吸引子吸引不变集

的概念，以及非平凡双曲子集，也可以包含长稳定的周期轨道。这些轨道出现在 (通过一个同宿切线，见第 5 节) 在几乎
任何场景中的混沌的发展。因此，Shilnikov 认为，准吸引子的概念为大多数计算模型中观察到的动力学混沌提供了最充分
的数学描述。

探索这一范式的需要规定了 Shilnikov 和他的研究小组在许多工作中产生伴随稳定周期轨道的双曲集的全局分岔的重
点。因此，对于同宿环到鞍焦点的多维系统，Ovsyannikov and Shilnikov[17,18] 建立的条件稳定周期轨道附近的同宿环，
以及他们缺失的具体标准（对于系统本身和任何接近它的系统）。后者的结果导致在 4 维及更高的系统中发现了野生螺旋
吸引子 [141]。当原点处的鞍点被鞍焦点取代时，得到了洛伦兹吸引子。与洛伦兹吸引子一样，螺旋吸引子不包含稳定的周
期轨道（由于 Ovsyannikov–Shilnikov 准则的全局版本）；此外，它所有的轨道都是不稳定的，并且对于系统的任何小扰动
都是这样的。图 17 显示了在洛伦兹系统的四维扩展中的野生螺旋吸引子 [142]。
在野生螺旋吸引子中发生的同宿切线使其对其结构和分岔的完整描述不可能实现 [见第 5 节]。尽管如此，主要的事实

——吸引子中每个轨道的强大不稳定——已经建立在它伪双曲线的基础上。伪双曲奇异吸引子的概念和理论由 Shilnikov
and Turaev 提出并发展 [127,141]。

Figure 16: (a) 在 T (π+) 和 T(π−) 尖端的“钩子”导

致同宿切线，从而导致稳定的周期轨道。(b) 连接一个
鞍点和两个对称鞍焦点的异宿环（在 Shimizu–Morioka
模型 [126] 中）。

Figure 17: (a) (x, y, z) 相空间 (b) 在 σ = 10, b =

8/3, r = 25点处，4维类洛伦兹系统 {ẋ = σ(y−x), ẏ =

x(r − z)− y, ż = xy − bz + µy, ẇ = −bw − µz} 的奇怪
吸引子在 (x, z, w) 相空间的投影; 见参考文献 142。

Shilnikov 提出将这一理论应用于混沌性的证明和进一步研究耦合和周期性扰动的类洛伦兹系统 [127]。在这种情况下
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出现的伪双曲吸引子的一个特殊例子是由离散的洛伦兹吸引子给出的 [143]。它们看起来与经典的洛伦兹吸引子非常相似，
但顾名思义，出现在具有离散时间的系统中（即微分同态）。这种吸引子已经在广泛的应用中被检测到 [70,143,144]。普遍
分岔情形解释了为什么洛伦兹吸引子的离散类比是在 3 维及以上的微分同态是自然的，见参考文献 25。

8 焦点问题的内容

这个焦点问题包含 22 篇文章，致力于动力系统和确定性混沌理论中的各种问题。
论文（参考文献 145-148）研究的重点是螺旋混沌。
Xing, Pusuluri, and Shilnikov[145] 揭示了具有中心对称的系统中 Shilnikov 鞍焦点的主图 8 连接附近的复杂的同宿

分岔，并揭示了该系统参数空间中相应分岔曲线的可容许形状。他们用一个新开发的符号工具箱来说明他们的理论，以揭

示在两个模型对称系统中的分岔展开的精细组织和自相似性。

A. Gonchenko, M. Gonchenko, Kozlov, and Samylina[146] 提出并研究了三维非定向映射中离散同宿吸引子诞生的情
景。这些情况包括离散螺旋吸引子和 Shilnikov 吸引子的出现。

hmamedov, and Kazakov[147] 详细研究了具有形式 x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx +Cy + Az − y2 的三维非定向 Henon 映射
的 Shilnikov 离散同宿吸引子。

Sataev and Stankevich[148] 揭示了改进的 Anishchenko–Astakhov 生成子中超混沌形成的场景。结果表明，这些情况
包括分岔级联，导致了离散螺旋 Shilnikov 吸引子的出现。
以下三篇论文 (参考文献 149-151）聚焦在洛伦兹类吸引子上。
Malkin and Safonov[149]考虑了区间的类洛伦兹映射的双参数族。他们在其中找到了参数平面上拓扑熵单调依赖于参

数的区域，以及单调性被打破的区域。

V. Belykh, Barabash, and I. Belykh[150] 研究了分段光滑洛伦兹型系统中的同宿分岔。他们解析地构造了庞加莱回归
图，并利用它来建立滑动运动的存在，从而严格地描述了破坏混沌洛伦兹型吸引子的滑动同宿分岔。

S. Gonchenko, A. Gonchenko, Kazakov, and Samylina 综述了离散类洛伦兹吸引子的几何和动力学性质，并提出了新
的离散伪双曲吸引子。

以下四篇论文 (参考文献 152-155）研究了双曲吸引子。
Kuznetsov, Kruglov, and Sataev[152] 提供了解析和数值证据，证明了在一个具有复变量的简单自振荡系统中存在

Smale–Williams 型一致双曲吸引子的情况。
在 Kuptsov and Kuznetsov 的论文中，研究了一个具有非线性时滞特性的慢调节自振荡系统。结果表明，该系统是两

个耦合的双曲混沌子系统，可以发生向双曲超混沌的过渡。

Barinova, Grines, Pochinka 和 Yu[154] 建立了具有双曲吸引子和双曲排斥子的三维微分同态的能量函数的存在性。
Grines and Mints[155] 描述了对曲面的 A-微分同态的平凡和非平凡双曲基本集的可能类型的限制。
以下四篇论文 (参考文献 156-159) 讨论了同步和到混沌的转化。
Garashchuk and Sinelshchikov[156] 研究了在两个相互作用的微气泡造影剂暴露在外部超声场下的模型中，同步振荡

的破坏过程。

Kashchenko[157]考虑了大量耦合 Van der Pol方程的环链中两种单向平流耦合的影响。研究了局部近平衡动力学，并
描述了解的渐近性态。

Deng 和 Li[158] 提出了一个简单的混沌忆阻器电路，并证明了其动力学特性。
Munyaev, Khorkin, Bolotov, Smirnov, and Osipov[159] 研究了具有恒定转矩的局部耦合相同钟摆链。他们表明，混沌

和超混沌是由于个体属性和所考虑的整体属性的变化的结果。

以下四篇论文 (参考文献 78 和 160-162）研究了可逆的哈密顿系统和新型的动力学混沌-混合动力学。
Turaev[160] 给出了具有横向和非横向同宿轨道的可逆图中的非保守动力学的准则。
Emelianova and Nekorkin[78] 描述了在谐波外力作用下，两个自适应耦合相位振荡器系统中混合动力学的出现。他们

表明，混合动力学阻止了混沌状态的强制同步，并且，如果一个外力被施加于一个可逆的核，其分形维数减小。
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Lerman and Trifonov[161] 研究了具有鞍中心平衡和鞍周期轨道的可逆哈密顿系统中的同宿和异宿分岔。
Bizyaev, Bolotin, and Mamaev[162] 研究了具有周期性变化的质量分布的非完整系统（Chaplygin sleigh 和 Suslov 系

统）的动力学。

以下三篇论文 (参考文献 163-165) 研究了具有简单动力学的系统，以及叶状结构的动力学。
Iljashenko[163] 研究了平面上矢量场族的分岔图的结构。在其他结果中，他构造了双参数分岔图的可数成对非等价项。
Bazaikin, Galaev, and Zhukova[165] 阐述了 Cartan 叶状的理论及其与混沌动力学的关系。
Malyshev, Morozov, and Pochinka[164] 提出了一种新的在二维曲面上分类 Morse–Smale 微分同态的方法，它允许开

发有效的算法，可以在多项式时间内计算 Morse–Smale 微分同态的拓扑类（作为周期点数量的函数）。
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