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Abstract

在弱耦合振荡器的背景下，使用所谓的相位响应曲线 (PRC) 对同步进行了广泛的研究，该曲线测量了振荡
器的相位变化如何受到小扰动的影响。这种方法是基于 Malkin 的工作，并已扩展到弛豫振子。即在弱耦合假
设下建立了同步条件，得到了弱耦合弛豫振荡器同步解存在的判据。先前的分析依赖于这样一个事实，即慢零

斜线不会在它的一个折点附近与快零斜线相交，在那里鸭解可能出现。本文利用数值延拓技术求解了伴随方程，

并证明了鸭解环的同步特性与经典弛豫环的同步特性不同。特别地，我们强调了最大鸭解在分离两个不同的同

步机制的一个新的特殊作用:Hopf 机制和弛豫机制。对经历鸭解爆炸的慢-快振子进行相平面分析，可以解释这
种同步特性在最大鸭解上的变化。

关键词: 鸭解; 相位响应曲线; 快-慢系统; 同步; 弱耦合

1 引言

同步本身就是一个研究课题，它已经产生了大量的知识，特别是所谓的弱耦合振荡器 [1-6]。在这种情况下，一个经典
的感兴趣的对象是 (无穷小) 相位响应曲线或 (i)PRC，当沿着相关的稳定极限环解时，它编码了一个小的扰动如何影响振
荡器的相位。PRC 的推导依赖于系统沿无扰动 (即不耦合) 环的线性化，并对应于伴随变分方程的解。当耦合强度足够小
时，伴随问题和 PRC 的解可以深入了解耦合振荡系统的同步特性 [3,5]。这些研究被统称为“弱耦合振荡器理论”[4]。这
一理论与 Izhikevich 和 hoppenstead[4] 关于 Malkin[7,8] 的早期研究有关; 在 Roseau[10,11] 的基础上，[9] 给出了一个明
确的证明。

弱耦合振子理论已被用于许多研究，特别是研究慢参数，潜在分岔和耦合强度对集群动力学的影响。在关于该内容的

一篇开创性论文 [2] 中，研究表明，作为耦合参数的函数，相位差中的叉型分岔出现了异相 (OP) 同步 (同相 (IP) 和反
相 (AP) 解之间的中间模式)。在 i 型峰发放神经元模型中也发现了类似的分岔结构，例如 [12-14]。最近另一项与 i 型膜
相关的研究 [15] 关注的是通过间隙连接耦合的 Wang-Buszakimodels 链中从 IP 到 OP 同步状态的转换位置。利用相位
模型和相互作用函数对这一转变作为系统固有性质的函数进行了分析和数值研究。在 ii 型神经元模型的框架下，Hopf 分
岔可能的同步模式的影响已经研究，例如 [16-20]。此外，在皮层兴奋性神经元模型中分析了 PRC 在 hopf 分岔中的变化
[21]。PRC 行为的质变也直接从 [22,23] 的实验数据中观察到，其中在 Hopf 和弛豫振荡过渡期间分析了相互作用函数。文
献 [24-28,13,29-32] 强调了在通过间隙连接相互作用的弱耦合慢-快系统中存在不同的同步模式和双稳区域。同步也在耦合
分段线性模型的背景下进行了研究，特别是在 [33,34] 中。
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慢振荡是复杂动力学的重要来源，特别是与鸭解现象有关 [35,36]。鸭解环是指慢-快系统的一类周期解，该系统在很
长一段时间间隔内沿着一个排斥慢流形。鸭解发生在慢-快系统临界流形 (快子系统零曲面) 的附近区域，其中正规双曲的
关键假设失效。在具有一个慢变量和一个快变量的系统中，这类点最常见的是一般的折点，即所谓的鸭解点。鸭形解通过

靠近鸭形点，从吸引的慢流形流向排斥的慢流形。在平面系统中，鸭解环存在于一个非常窄的分岔参数范围内，这个范围

在时间尺度分离参数 ϵ 中呈指数小的间隔; 这种通过鸭解机制参数的急剧变化被称为鸭解爆炸 [37]。先进的理论技术，如
吹胀方法 [38] 和数值方法 [39] 的结合，引入了对多时间尺度系统 (在 Rn, n > 3) 中鸭解诱导的复变振荡的新认识，特别是
混合模式振荡 (MMOs)[40] 和簇振荡 [41,42]，并将其应用扩展到神经科学 [43-45]。在 (弱) 耦合的慢-快系统中，鸭解的影
响在几个方面得到了考虑，如簇的形成、同步、相位和振幅动力学 [46-50]。最近，鸭解介导的多样性在耦合 phantom 簇
发放系统中被研究，用于解决同步和不同步问题 [51]。
在这项工作中，我们将先前关于伴随解和弱耦合慢振荡的结果推广到鸭解环的情况。[52] 研究了伴随函数和相互作用

函数的解析表达式，并对分岔点附近的行为进行了回顾。在弛豫环的框架下，在 [53] 中，通过采用奇异极限近似，考虑临
界流形的吸引分支代替弛豫环的慢段，以及瞬时跳跃代替快速流动，可以得到伴随表达式。使用此步骤的结果是没有处理

鸭解机制。在本研究中，我们提出了一种基于数值延拓的数值计算替代策略，用于计算沿鸭解爆炸的平面慢系统相关的伴

随变分方程的解。

在参数空间中，鸭解组织了 Hopf 机制和弛豫机制之间的跃迁。因此，我们可以期望通过计算鸭解伴随解来连接这两
个族之间的同步行为 [22,23]。在进行这样的计算时，我们观察到在最大鸭解 (具有最长排斥段的环) 附近的伴随 (或等效
的 iPRC) 符号和形状发生了质的变化。这种现象发生在两个我们考虑的鸭解爆炸系统中，即 van der Pol(VDP) 振荡器和
Hodgkin–Huxley(HH) 模型的两维 (2D) 简化。我们提出通过鸭解的周期函数来解释这种质变，鸭解在从 Hopf 分岔点到
弛豫状态的整个过程中具有非单调行为，即在无头鸭机制状态下鸭解机制的质变增加，在有头鸭机制状态下鸭解机制的质

变减少。鸭解爆炸的这一显著特性突出了最大 (周期) 鸭解，我们强调了同步的关键作用，据我们所知，这在以前的研究中
没有报道过。[54] 在中心模式发生器的“逃逸-释放”机制中研究了频率对分岔参数的类似依赖。[55] 的作者随后将这种依
赖性与低频区域发生的转换和锁相特性联系起来。

在本工作的第二部分，我们探讨了两个弱耦合的相同 VDP 系统之间的相位差对系统参数的依赖。通过研究主要参数
对鸭解爆炸的影响，我们观察到耦合系统在最大鸭解处发生的同步特性的转变表现为 AP 同步状态通过相位差中的叉形分
岔改变其稳定性。此外，我们揭示了通过多重倍周期分岔在最大鸭解邻域中存在 2nT-周期同步态。最后，考虑了耦合强度
对最大条件区振子同步状态的影响。我们给出了 PD 级联存在的数值证据，而不是由弱耦合振荡器理论预测的 (这对于各
种系统中的中等耦合强度是有效的 [14,56])，但可以通过仔细检查单通道振荡器的相平面分析来证明。我们还提出了一个
计算慢系统伴随极限环的解析公式，得到了令人满意但可改进的结果。

本文组织如下。在第 2 节中，我们介绍了沿极限环计算伴随解所需的主要对象，并提出了沿鸭解环族计算伴随解的数
值策略。在第 3 节中，我们数值分析了控制鸭解爆炸的主要参数对耦合 VDP 系统同步状态的影响，并报告了最大鸭解附
近发生的质变。然后，我们通过调用与这种鸭解爆炸极限环分支相关的周期函数的性质来解释这种变化。在第 4 节中，我
们重点研究了耦合强度参数对最大鸭解附近耦合 VDP 系统同步结构的影响。在总结并提出了这项工作的几个观点之后，
我们提出了一个分析公式来计算我们所研究的系统类型的伴随解，并在附录中对该公式进行了数值测试。

2 沿着循环族的伴随解的计算

2.1 相位响应曲线及其相关内容

PRC 描述了响应于刺激的动力系统沿稳定极限环的移动。弱耦合振子理论 [1,57,4] 用于预测耦合强度“足够小”的耦
合振荡系统的锁相特性。该理论将振荡器的动力学降低到一个相位变量，这意味着耦合具有较小的影响，可以随着时间的

推移积累并导致锁相行为。IPRCs 对应于无限小刺激极限下的 PRCs。计算 IPRC 的一种方法是利用与所考虑的稳定极限
环相关的伴随变分方程的非平凡解; 还有许多其他方法，如 [3,5]。
我们现在回顾一下引入与极限环相关的伴随解所必需的主要元素。考虑 Rn 中的一个动力系统
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dX

dt
= F (X)

它具有一个 T 周期渐近稳定极限环 γ。相位变量 ϕ ∈ [0, T ) 沿着时间参数化的极限环 γ 来定义，通常归一化为 1 或
2π。对于 x ∈ γ，它可以通过 ϕ = Θ(x) 与环上的点联系起来。然后，在响应相 ϕ = Θ(x)(也可以写成 x = X(ϕ)) 的极限
环上，对点 x 进行少量的 y ∈ Rn 的扰动，会导致相位的延迟或提前。新相 ϕ′ 由下式给出

ϕ′ = ϕ+∇xΘ(x) · y +O
(
∥y∥2

)
小扰动下的新相位和旧相位的差值表示为

ϕ′ − ϕ = ∇XΘ(x).y.

由 Z(ϕ) = ∇XΘ(X(ϕ)) 定义的向量函数 Z 是描述沿极限环对任何系统变量的无穷小扰动如何改变其相位的相图梯度

分量。函数 Z (依赖于 ϕ 或等价于 t ∈ [0, T ]) 是伴随变分方程的解

dZ(t)

dt
+A(t)TZ(t) = 0

满足归一化条件

Z(t)
dX0(t)

dt
= 1

where
A(t) = DXF (X)|γ

是系统 (1) 绕极限环 γ 的线性化。对伴随方程进行逆积分，以消除周期分量外的所有瞬态分量，从而得到解。一种

基于后向积分计算伴随积分解的算法被嵌入到软件包 XPPAUT 中 [58]，或者可以在 MATLAB 中编码 [59]，此外还有
MaTConT[60] 中基于连续的方法。
鸭解爆炸发生在慢系统中，参数范围很窄，在时间尺度上 0 < ε ≪ 1 呈指数级小。自然地，当 ε 趋于 0 时，这个参数

范围变得更窄，并且限制了经典工具计算鸭解轨道及其伴随轨道族的使用。这一限制已经被 Govaerts 和 Sautois 承认，他
们在延续包 MatCont[60] 中引入了一种直接的数值方法。除了现有的方法外，我们还提出了一种替代的、更简单的基于延
续的策略，使用软件包 Auto[61]。．我们提出了一个周期连续问题，使我们能够快速可靠地计算出具有伴随积分的非平凡
周期解的周期族。请注意，在 [62] 中提出了一种边值问题 (BVP) 方法，该方法在给定系统具有重置的延续设置之外。这
里，为了简单起见，我们避免处理边界条件，而选择数值问题最自然的周期设置。在附录中给出了求解慢-快系统中伴随变
分方程的解析方法的推广。

2.2 伴随问题的数值延拓替代方法

本文提出的数值延拓方法允许我们计算沿鸭解-爆炸分支的极限环及其伴随解。延拓的一个主要优点是有可能找到极
限 ε → 0 的解。我们扩展了原系统 (1) 的延拓设置，按照顺序求解极限环，通过方程（2）(写成一阶形式) 寻找伴随问题
的周期解。为了计算极限环 γ 和伴随问题的周期解，需要解以下方程组

Ẋ = F (X),

Ż = −DXF (X)T|yZ.

我们的数值延拓策略需要两个步骤: 首先，沿着 (初始) 环 γ 找到伴随问题的非平凡解，其次，在分岔参数中跟踪扩展

系统 (4)(作为周期延拓问题) 以找到该解的分支。在下一节中，我们将通过考虑鸭解状态中两个耦合的慢-快系统的例子来
描述这些步骤，即 VDP 系统和用于动作电位产生的 HH 模型的二维简化，其慢-快结构和相关的鸭解动力学在 [63] 中进
行了分析。
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2.2.1 VDP 系统的伴随解

在 VDP 系统中，扩展延续设置 (4) 得到

x′ = y − f(x)

y′ = ε(c− x)

z′1 = f ′ (γ1(t)) z1 + εz2

z′2 = −z1,

f(x) = x3/3− x, 0 < ε ≪ 1 和 c 是显示鸭解爆炸的分岔参数。(5) 中给出的系统将原 VDP 系统与伴随方程合并。如
上所述，延续程序分为两个步骤。在第一步中，我们用前两个方程的极限环 γ 初始化系统 (5) 和其余两个方程的平凡解
(它是平凡周期的)。我们需要得到伴随方程的一个非平凡周期解，它可以通过一个额外参数中的连续系统 (5) 来找到。实
际上，假设伴随方程的平凡解存在于参数值 c 和 ε 的所有值，通过继续在其中任何一个值，我们只能希望找到一个分支点

并在这个分岔处切换到非平凡解分支。另一种方法是引入一个虚拟参数 µ，使系统 (5) 变成

x′ = y − f(x)

y′ = ε(c− x)

z′1 = f ′ (γ1(t)) z1 + εz2

z′2 = −z1 + µ,

Figure 1: 左上图: 当 ϵ = 0.1 时，VDP 系统在相位平面上的鸭解轨道。画板 1-7: 与相平面中显示的每个鸭解周期相关的
伴随解的第一个分量的时间剖面 (连同临界流形 S0 := y = f(x))，保持相同的颜色编码。伴随解的质变发生在轨道 4 和轨
道 5 之间，对应于通过最大鸭解环。(读者可参阅本文的网页版本，以了解本图例中有关颜色的解释。)
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然后沿着一个非常小的间隔继续以 µ为单位的初始解，越小越好。结果表明，我们可以在 µ中计算分支，并在 µ = 10−8

处停止，这确实很小，但足以找到扩展问题 (6) 的非平凡解。
鉴于 µ 很小, 我们可以, 在第二步中, 施加 µ = 0 和运行一个简单的牛顿迭代, 使得收敛到原扩展问题 (5) 的非平凡解。

利用数值延拓计算沿鸭解环伴随方程的非平凡解的优点是我们可以沿着鸭解环在参数 c 上延续扩展问题（5），还有关联到
整个鸭解爆炸的伴随方程的相关周期解。

最后，需要归一化条件 (3) 来逼近伴随方程对应的线性问题。将此条件作为我们的数值延拓过程的一部分的实现对于
小的 ϵ 值可能有点微妙，因此我们决定在 Auto 中使用周期延拓，并应用对应于 (3) 的缩放作为后-处理步骤。注意，我们
不计算 Floquet 来获得伴随方程对于这个数值问题的非平凡解，因为我们只需要伴随方程的任何非平凡解，然后我们可以
适当地规范化。

从 Hopf 分岔开始，一直到松弛豫状态，我们可以通过改变 c 和它们的伴随解来追踪鸭解环。图 1 显示了无头鸭和有
头鸭中的一些轨道。我们观察到伴随解发生了质的变化，当极限环 γ 通过最大鸭解时，周期轨道上的 max(x(t)) 点对应于

零相 ϕ = 0。

为了了解我们观察到的耦合 VDP 振荡器的跃迁是否与系统相关，我们接下来在简化 HH 模型的平面中计算与鸭解相
关的伴随解。

2.2.2 在简化 Hodgkin–Huxley 模型中鸭解环的伴随

从 [63] 鸭解动力学的角度分析将经典 HH 模型简化为两个变量；平面系统有以下的形式

CV̇ =I − ḡNa [m∞(V )]
3
(0.8− n) (V − VNa)

− ḡKn4 (V − VK)− gL (V − VL)

ṅ =αn(V )(1− n)− βn(V )n,

这里 αn(V ) = (0.01(V + 55))/(1− exp[−(V + 55)/10]), βn(V ) = 0.125 exp[−(V + 65)/80],m∞(V ) = αm/ (αm + βm)

其中 αm = (0.1(V + 40))/(1 − exp[−(V + 40)/10]), βm = 0.4 exp[−(V+ 65)/18]。Moehlis 在 [63] 中说明，当参数 I 发生
变化时，系统（7）有以下参数的固定值：ḡNa = 120, ḡK = 36, ḡL = 0.3, VNa = 50, VK = −77, VL = −54.4, C = 1。

在数值验证了 V 的动力学比 n 的动力学快得多，系统有效地显示了慢-快动力学之后，对 ϵ 进行了渐近分析，并以慢

方程 (ṅ = ε (αn(V )(1− n)− βn(V )n)) 的尺度改变形式出现在 [63] 中。在渐近分析中，将 ϵ 作为一个小参数处理，得到鸭

解爆炸发生时的 I 值的 ε 展开式，并将 ε = 1 代入最终公式。

尽管在系统 (7) 中部分鸭解分支不稳定，但延拓策略允许找到伴随方程的解。由于我们感兴趣的是位于排斥慢流形的
不同面的鸭解环伴随方程的形状，因此我们可以忽略稳定性问题。按照上面描述的相同的连续计算过程，我们计算了 2 维
简化 HH 系统的伴随方程。鸭解环和相应的伴随方程如图 2 所示。与 VDP 系统一样，从无头鸭到有头鸭的转变定性地改
变了伴随解。

2.3 非单调周期函数对 iPRC 的影响

如图 3 所示，沿鸭解爆炸的周期函数是非单调的。它在无头鸭机制处增加，在最大鸭解处达到最大值，然后在有头鸭
机制中减小。周期函数沿鸭解爆炸分支的非单调性是 VDP 型系统鸭解现象的一个关键方面，周期函数的最大值可用于数
值检测最大鸭解 [64]。这个周期函数的形状足以理解鸭解环在足够接近临界流形 S0 的下折点处的扰动所产生的影响。实

际上，在离这个折点 O(1) 处，来自慢流形的一个足够小的扰动会使扰动轨迹非常迅速地回到它那里，因此这种扰动的影

响在很大程度上被减弱。这证明沿鸭解环的伴随方程的解在大多数环中都接近于零，除了周期接近下折点时对应的时间区

间 (鸭解点所在的地方)。另一方面，在临界流形的下折面附近，与所选鸭解环相关的慢流形的吸引力较弱，摄动的影响变
得很大; 见图 4(a2)，(b2) 对这一点的说明。这种效果可以通过调用鸭解环分支的周期函数来理解。
首先，考虑如图 3(b)所示的无头鸭环。如果我们用 Tred 表示红色环的周期，那么小的鸭解周期，比如蓝色的周期，比

红色的周期更小，而大的无头鸭周期，比如黄色的，周期更大。因此我们有:Tblue < Tred < Tyellow。因此，在折点附近的
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Figure 2: 左上图: 相平面上简化 HH 系统的鸭解轨道。画板 1-7: 相平面中与鸭解环相关的伴随解的第一个分量的时间剖
面 (连同临界流形 S0 := V̇ = 0)，保持相同的颜色编码。伴随解的质变发生在轨道 4 和轨道 5 之间，对应于通过最大鸭解
环。(对于图例中有关颜色的解释，请参阅本文的网页版本。)

Figure 3: (a) ϵ = 0.1 时,VDP 系统沿鸭解爆炸极限环的周期; 变化的参数为 c。周期沿分支的无头鸭增加，在最大鸭达到
最大值，然后沿有头鸭减小。(b) 周期曲线上标记的三个无头鸭式环及其周期。较小的环有较小的周期。(c) 在最大鸭解附
近的三个环，以及在周期曲线上标记的周期。有头鸭和无头鸭在这附近有非常接近的时期。(d) 三个有头鸭，在周期曲线
上标出它们的周期。较大的环有较小的周期。面板 (b) 至 (d) 上还显示了临界流形 S0，实线（虚线）部分表示稳定 (不稳
定) 的分支。(对于图例中有关颜色的解释，请参阅本文的网页版本。)
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Figure 4: (a1, b1) 正 x-方向鸭解环 (红色实线) 的小扰动的瞬态效应 (虚线)。(a2)-(b2) 是一个周期内伴随解的第一个分量
(x(t), y(t)) 的时间剖面。扰动无头鸭 (有头鸭) 远离吸引慢流形 (黄色星号) 延迟 (响应)，通过推动它进入一个更大但更慢
的阶段的黄色虚线环。扰动无头鸭朝向排斥慢流形 (蓝色星号) 前进 (通过将其驱动到更小但更快的 (响应) 蓝色虚线环来
延迟。(对于图例中有关颜色的解释，请参阅本文的网页版本。)

Figure 5: 图 3(c) 给出了 FF(图例 (a)) 和 FS(图例 (b)) 耦合函数在最大鸭解邻域中的作用函数 H。H 的性质反映了伴随
方程解的结果，跃迁发生在最大鸭解的邻域中。
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红色无头鸭环的缓慢吸引部分 (图 4(a1) 中的黄色点) 施加正 x 方向的无限小扰动，会使扰动轨迹在收敛回红色环之前短
暂地跟随一个更大的无头鸭环 (如黄色的)。考虑到黄色环有一个更大的周期，与未受扰动的轨道相比，受扰动的轨道的相
位延迟了。在红色无头鸭解的慢排斥侧 (图 4(a1) 中的蓝点) 施加这样的扰动会产生相反的效果，因为在这种情况下，受
扰动的轨迹首先跟随较小的鸭解，因此与未受扰动的轨迹相比，具有更先进的阶段。因此，这一定性论证证明了图中所示

无头鸭解环伴随解的符号是正确的。从图 4(a2) 中的 (x(t)，y(t)) 流可以观察到，伴随 Z1(t) 的第一个分量的负部分表示

相位延迟，对应于流向折点的流动。Z1(t) 的符号在折点处 (x = 1) 发生变化，然后随着 (x(t)，y(t)) 沿着排斥分支继续，
Z1(t) 的符号变为正的。带头鸭的情况则完全相反: 周期函数沿带头鸭递减，因此有 3 个带头鸭在图 3(d)(蓝色、红色和黄
色) 中，他们的周期满足不等式 Tblue > Tred > Tyellow。因此，一个类似于上面给出的相平面论证证明，一个无限小的鸭解

在其缓慢吸引段附近的折点导致摄动轨迹的相位推进，而在缓慢排斥段导致相位延迟。这与图 4(b2) 中绘制的沿有头鸭计
算的伴随解一致。解 (x(t)，y(t)) 使得图 4(b2) 证实了 Z1(t) 沿着流向折点的流取正值，在折点处改变其符号 (x = 1)，然
后随着解 (x(t)，y(t)) 远离折点区域而变为负值。请注意，调用周期函数来解释伴随解的形状和符号的变化已在 [55] 中用
于所谓的半中心振荡器同步的逃逸-释放机制。这里我们证明了它也适用于耦合鸭解振荡器的情况。

3 弱耦合鸭解振荡器的同步性质

伴随解的行为（或等价地，iPRCs 的行为）通过伴随解的相互作用函数和耦合函数 [57,7,8,5,4] 的卷积，来预测弱耦合
状态下的集体行为。在耦合相同的系统中，每个振荡器的相互作用函数如下：

H (ϕj − ϕi) =
1

T

∫ T

0

Z(t)Uj (γ(t), γ (t+ ϕj − ϕi)) dt

其中，ϕj − ϕi(i = {1, 2}, j = 3− i) 为两个振荡器之间的相位差，U 为耦合函数。相位差的动力学，ϕ = ϕj − ϕi，用

以下方程来描述

dϕ

dt
= α[H(−ϕ)−H(ϕ)] = αG(ϕ)

其中，1 ≫ α > 0 为耦合强度。如果 G′ (ϕ∗) < 0，方程 (9) 在 ϕ∗ 处有一个稳定的解，这意味着两个振荡器将以相位

差 ϕ∗ 达到同步。解 ϕ∗ = 0 对应于 IP 同步，ϕ∗ = π（如果相位重新调整为 [0, 1]，则等价于 ϕ∗ = 0.5 ）到 AP 同步，ϕ∗

的任何其他值对应于耦合振荡器的 OP 同步。在耦合相同振荡器的情况下，IP 和 AP 解都保证存在 [65]。
两个相同的弛豫环 (来自具有立方型快零斜线的振子)通过快到快 (FF)连接弱耦合的 IP同步已在 [66,29,53,30,67,27]

中得到证实。除了 FF 耦合——这是一种通常被认为的耦合函数，因为它是神经元系统项之间相互作用的原型——我们还
考虑了快到慢 (FS) 耦合，这在生物学上是不现实的，但为理解扰动和鸭解之间的相互作用提供了见解。FF 耦合 VDP 振
荡器为:

εẋi = yi + xi −
x3
i

3
+ α (xj − xi) ,

ẏi = (c− xi) ,

而 FS 耦合系统为
εẋi = yi + xi −

x3
i

3
,

ẏi = c− xi + α (xi − xj) .

小扰动对临界流形下折点附近的鸭解的影响，对于有头鸭与无头鸭是不同的，由相应的伴随解揭示; 见图 1。这种质
变发生在最大鸭解处。图 5 显示了通过 FF(图 (a)) 和 FS(图 (b)) 连接与最大鸭解 (图 3(c)) 附近的环相关的作用函数 H。
假设无头鸭环更类似于最大鸭环 (最大鸭环是最大无头鸭环)，函数 H 的振幅减小，而 H (ϕ∗) = 0 的解和 H ′ (ϕ∗) 的符号

保持不变。当环移动到有头鸭机制时，H ′ (ϕ∗) 的符号改变，而 ϕ∗ 的 0 的个数保持不变。
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对于通过 FF 耦合作用的环 (其连接点如图 1 所示)，计算函数 G(见图 6)。G 的零点 ϕ∗ 的位置及其导数在这些点上

的符号决定了耦合系统同步状态的类型和稳定性。对于 Hopf 环存在的 IP 同步解 (在此图中未显示) 在鸭解爆炸时失去稳
定性 (由于对临界流形 S0 折点附近通道产生的扰动的高灵敏度)，而对于无头鸭解环 (轨道 1-4) 出现三维稳定的 OP 解。
稳定 OP 解的相位差随着周期接近最大值而增加 (图 1-4)。有头鸭 (轨道 5-7) 出现双稳性，其中 IP 和 AP 解为稳定同步
解，OP 为不稳定解 (图 5-7)。

Figure 6: VDP 振荡器在相平面 (x, y)(左上) 的鸭解环以及相应的 G 函数 (图 1-7; 相位 ϕ 被重新缩放到 [0,1])。

利用函数 G 得到的具有 FF 耦合的弱耦合 VDP 系统的同步化状态信息，可以通过对耦合系统的数值分岔分析得到。
我们通过在参数 c 中延续系统 (10) 的同步状态 (包括图 6 中未显示的状态) 来执行此分析。结果在图 7 中展示，其中，所
选的解的度量是每个振荡器在时间 t = 0，x2(0)−x1(0) 时的 x 分量之间的差值，忽视其作为 c 的函数的振幅的变化。这
个方法与简单轨道的相位差具有相同的解释，并且它经常用于弱耦合振子的分析 [2]。图 (b) 至图 (d) 是图 (a) 在区域内的
连续缩放，对应于每个振荡的最大鸭解。从双 Hopf 分岔点 c = cHopf = 1 到 c ≈ 0.615 附近的弛豫机制，追踪了 FF 耦合
环的同步态的性质。我们考虑一个固定的耦合强度 α = 10−5，弱耦合振荡理论预计是有效的; 关于 α 的作用的详细讨论将

在第 4 节中提出。在 c = cHopf 处出现一个稳定分支和两个 (对称) 不稳定分支，分别对应于 IP 和 AP 解。IP 解经历了
叉型分岔，当稳定的 OP 解出现时，它失去了稳定性 (图 (b))。OP 分支在 PD 分岔处变得不稳定，随后是关联 2nT-周期
稳定同步解的 PD 级联 (图 (d))，其中相互作用函数分析无效。T-周期 OP 分支通过第二次 PD 分岔再次变得稳定。在连
接到重新稳定 IP 状态的 IP 分支上的第二个叉型分岔点之前，它通过几个折分岔两次改变其稳定性。

在 cHopf 处出现的不稳定 AP 分支通过叉型分岔在耦合系统的最大鸭解处变得稳定 (图 (c))。与此叉型分岔相关的稳
定 AP 解和 OP 解与最大鸭解邻域范围内的稳定 IP 解共存。当 c 值较小时，IP 和 AP 状态保持稳定，OP 状态不稳定。
通过延拓分析，已经通过函数 G 的研究揭示了双稳定区域 (如图 8 所示)，特别是在最大鸭解附近产生的稳定 IP 和

稳定 AP 状态 (有头鸭和弛豫环) 共存。这种复杂的分岔结构揭示了稳定 IP 和 AP 状态之间的主要联系，通过 c = cHopf

的双 Hopf 点，从而产生 IP 稳定状态和不稳定 AP 状态的分支。进一步降低 c，会出现额外的分岔，特别是叉型分岔点
(图 7(a) 至 (c) 中的黑点)，它们对应于同步状态失去某些对称性的事件。实际上，在 IP 和 AP 分支上，这些分岔导致了
两个鸭解振荡不遵循的周期; 在每种情况下，同步状态通过折分岔再次变得相同。请注意，这些来自 IP 和 AP 状态的不
相同分支彼此靠近 (靠近第二对折分岔)，形成一个似乎是破裂的跨临界分岔结构。这种扰动分岔在这里只是推测; 更详细
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地分析同步状态的 ϵ-依赖性超出了本文的范围，这将是未来工作的一个问题。我们只是注意到，这种结构似乎扰乱了稳定
IP 和稳定 AP 耦合鸭解之间的附加连接。最后，我们注意到存在几个 PD 分岔序列 (图 7(d) 中的彩色点)，这些序列可能
表示该参数空间区域中的混沌动力学的小区域。

上面描述的分岔图中一个引人注目的元素是，IP 和 AP 同步状态之间的大多数连接分支都在与最大鸭解对应的解附
近。因此，很自然地要问耦合强度 α 对包含最大鸭解段的同步状态的影响; 我们将在下一节中重点讨论这方面。

Figure 7: 当 α = 10−5 时，系统 (10) 随 c 变化的分岔图，从 Hopf 区到弛豫区。输出解测量是每个振荡器在时间 t = 0 时

的第一个分量之间的差。最大鸭解的区域从左到右，从上到下扩大。图 (a) 至 (c) 中的黑点表示叉型分岔点; 图 (b) 中的
黑色星点对应于该耦合系统中的双 Hopf 点; 图 (d) 中的彩色点表示 PD 分岔点。(对于图例中有关颜色的解释，请参阅本
文的网络版本。)

FF-耦合 VDP 系统在最大鸭解附近的 α 的延拓。面板 (a) 和 (b) 是主面板不同部分的缩放视图。分岔点 (主要是 PD
分岔) 用红点表示。T-周期 (黑色),2T 周期 (绿色) 和 4T-周期 (蓝色) 分支与稳定 (实心) 和不稳定 (虚线) 解共存。(对于
图例中对颜色的解释，请参阅本文的网络版本。)

4 耦合强度 α 的影响

相互作用函数分析揭示了弱耦合振子同步态的存在性和稳定性，这种耦合应该有多“弱”才能使理论适用是值得怀疑

的。例如，文献 [14] 表明，对于泄漏积分-放电型振荡器，H-函数分析对中等耦合强度有效，而其他论文 (参见 [68,69]) 提
到了通过相互作用函数分析估计的 1:1 锁相损失。在耦合鸭解爆炸系统中，底层振子的性质在时间尺度参数 ϵ 呈指数级小

的参数范围内剧烈变化，弱耦合的概念可能更加模糊。例如，图 7(d) 中突出显示的 PD 分岔的级联区域，对应于接近最
大鸭解结构的周期 (在强度为 α = 10−5 的弱耦合下)，提供了很好的数值证据，表明鸭解轨道对扰动非常敏感，在这种情
况下，相互作用函数分析的有效性是有限的。

为了进一步研究这方面，我们接下来考虑两个耦合的相同无头鸭环的相位差动力学，其 c 值在最大鸭解附近，作为耦
合强度 α > 0 的函数，这个数值延续研究将关注 FF 和 FS 的相互作用。目的是确定摄动强度的哪个范围可以产生有趣的
鸭解介导的动力学，这种动力学不是由相互作用函数分析预测的，但它的存在可以用慢-快论证来证明。
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Figure 8: 图 7(c) 中 c = 0.986267 时共存稳定 IP (a)、AP (b)、OP (c) 的解。c = 0.98631587277 (d) 的稳定 2T-周期解，
c = 0.9863137635 (e) 的 2T-周期解，c = 0.98631334783 (f) 的 4T-周期解，见图 7(d)。

Figure 9: 图 7(c) 中 c = 0.986267 时共存稳定 IP (a)、AP (b)、OP (c) 的解。c = 0.98631587277 (d) 的稳定 2T-周期解，
c = 0.9863137635 (e) 的 2T-周期解，c = 0.98631334783 (f) 的 4T-周期解，见图 7(d)。
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快对快 (FF) 耦合。图 9 和图 10 显示了这种情况下 α 的分岔结构 (放大视图); 相关解的概要如图 11 和图 12 所示。
通过相互作用函数分析，对具有 FF 耦合的两个无头鸭环，即系统 (10)，预测了相位差 ϕ∗ = 0.34 的稳定 OP 同步状态;
见图 5(a) 和图 5(a)。利用图 9 所示的分岔图，我们可以得出结论，当 α ∈ (0, 6.63371×10−5) 时，这种 OP 状态仍然存
在。它在 α ≈ 6.63371×10−5 处通过 PD 分岔失去了稳定性，相互作用函数结果被破坏，因此，对于更大的耦合强度无
效。这个 PD 点的切换分支显示了 PD 级联的存在，我们只计算了后续几个分支。在这些 2nT 周期同步解分支的稳定部
分中 (在其附近也肯定存在混沌轨道)，即对于耦合强度 α ∈ (6.63371×10−5, 0.0083195]，存在一类解，我们称之为“峰值

抑制”。这种情况对应于当其中一个振荡器通过有头鸭而另一个振荡器始终保持在无头鸭状态时的峰值。对于 IP 解分支，
它在 α ≈ 0.0085633416545 处变得稳定，并且对于 α ∈ [0.0085633416545, 0.289498]，与 2nT-周期无头鸭分支共存。
快-慢 (FS) 耦合。这种情况下的 α 分岔结构如图 13 所示; 相关的解如图 14 所示。由 FS 耦合的相互作用函数分析预

测的稳定 IP 同步状态 (图 5(b)) 在 α ≈ 0.007498445(图 13(a)) 处变得不稳定，通过亚临界 PD 分岔引入不稳定的 2T-周
期分支，该分支在 α ≈ 8.74785268×10−5 处变得稳定，此时作用函数的分析失去有效性。继续这个分支会导致检测到进一

步的 PD 分岔，这些分岔组织在级联中，我们只计算级联的开始; 见图 13 (b)。这些 nT-周期分支对应于我们称之为“峰交
替”的解族，即 FS 耦合系统的两个振荡器随后跟随无头鸭解，然后跟随有头鸭解，因此展现了一个 MMO [40]; 如图 14
所示，分别在 (a)、(b) 和 (c) 图上显示周期为 T，2T 和 4T 的 MMO 环。根据耦合强度 α 的值，振子可以遵循相同或不

同的鸭解轨迹。

在 FF-耦合和 FS-耦合的鸭解系统中，我们用数值分岔分析的方法观察到沿无头鸭解和沿有头鸭解的若干具有复杂振
荡模式的稳定解分支的邻近性。在神经元系统的背景下，这些解交替阈下振荡和峰。弱耦合振荡器研究中通常采用的作用

函数分析方法无法预测这些解。然而，人们可以通过在这种排斥 (Fenichel) 慢流形系统中的存在来证明它们的存在，已知
这些流形是指数接近的 (在时间尺度分离参数 ϵ 中)。因此，这些流形在每个慢振荡器的临界流形 S0 的中间分支附近的存

在可以解释为什么对于耦合强度 α 值大于指数小的情况下，耦合系统的同步状态可能会在非常接近边界的情况下跟随这

些流形在一侧 (亚阈值机制) 或另一侧 (峰发放机制)。换句话说，当两个相同的慢-快系统弱耦合时，非耦合系统中存在一
个相互排斥的慢流形和一个相关的最大鸭解轨迹，可以产生全 (耦合) 系统的解，其中每个结点在相反的两侧遵循该最大
鸭鸭解，因此在 O(1) 时间后分离。只要耦合强度大于 ϵ 的指数小函数，这种情况就会发生，因此可以解释耦合系统中鸭

解诱导状态的存在; 参见 [51] 中弱耦合折奇异系统中这种现象的例子。

5 讨论

在本文中，我们从理论和数值的角度，将先前关于弱耦合慢振荡的结果扩展到鸭解。我们的主要发现是，当考虑的鸭

解环沿着相关的爆炸分支移动 (随着鸭解参数的变化) 时，伴随解 (或等效的 iPRCs) 的行为发生了质的变化。事实上，伴
随解的符号和形状随着鸭解环从无头鸭解状态转变为有头鸭解状态而变化，这种转变发生在最大鸭解环处，这揭示了之前

未被注意到的这种特殊鸭解在耦合慢振荡中所起的作用，这与它对应于周期函数 [64] 的临界点这一事实密切相关。这种鸭
解环伴随在无穷小扰动下的行为变化可以用已知的鸭解爆炸分支周期函数的特殊性质来解释，可以总结如下: 较大的无头
鸭周期较大，而较大的有头鸭周期较小。正如在第 3 节中所解释的，当扰动被应用于与鸭解点相对应的临界流形的折点附
近时，这个论点是完全适用的，当扰动应用于远离这个折点的地方时，它的有效性被削弱了，在那里，向无扰动环的收缩

迅速湮灭了扰动的影响。这证明了沿鸭解环计算的伴随方程在大部分环期间非常接近于零，除了鸭解环经过临界流形 S0

的折 (鸭解) 点附近的时间区间。然而，我们提供的解释对于伴随解的大部分信息是有效的，并且对耦合鸭解系统的同步
解有影响。

我们已经在一个典型鸭解振荡器 (即 VDP 系统) 中展示了这种机制，但它显然适用于这种形式的易激系统，特别是
慢-快神经元模型，如 [63] 中研究的简化 HH 模型。这为重新理解这种神经元模型中的 iPRCs开辟了道路，从 Hopf 环 (其
伴随解定性地看起来像与小无头鸭环相关的那些) 到尖峰环 (其伴随解定性地看起来像与有头鸭相关的那些)。特别是，我
们的发现可能与最近的研究有关，因为 PRC 分析起源于相位模型和等时性的研究 [70]。最近在 [71,72] 中对鸭解的等时线
进行了数值研究，并证明它们的性质在鸭解最大邻域附近发生变化; 这很可能与这里介绍的结果密切相关。虽然鸭解环相
位特性的这两个方面的全面比较超出了目前工作的范围，但它肯定是未来工作的一个有趣的主题。
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在研究鸭解环伴随解的同时，我们还提出了一种基于数值连续的策略来计算这些对象在系统参数变化的情况下，即可

靠地计算出伴随问题的一族极限环和一族周期解。利用 Auto 的边值解，可以很容易地识别出伴随问题解中经过最大鸭解
时的翻转。我们的策略是用一步同伦方法来计算伴随方程与给定极限环相关的非平凡解，然后将该解和极限环作为扩展的

周期连续问题继续进行，这比 Govaerts 和 Sautois 在 [60] 中为 MatCont 开发的问题更初级，因为它仅仅依赖于周期连续
性，就可以研究感兴趣的对象。此外，我们的方法的简单性使它很容易适应其他系统，我们相信这对于 Auto 用户来说是
一个有趣的计算。

Figure 10: 最大鸭解状态下 FF 耦合 VDP 系统的 α 延续: 图 9 中 PD 级联区域的放大视图 (大部分计算的 PD 分岔点用
彩色点突出显示)。(对于图例中对颜色的解释，请参阅本文的网络版本。)

Figure 11: 周期 2T(上图) 和周期 4T(下图) 最大鸭解状态下 FF 耦合系统的非恒同 OP 同步状态，说明了发放峰抑制情
况。耦合强度 α 值为 2.86959×10−4，图中 (a1) - (a2) 和 2.85359×10−4，面板 (b1)-(b2)。

在第 3 节中，我们研究了改变主系统参数时弱耦合恒同 VDP 系统的同步状态的分岔结构，在这种情况下，主系统参
数控制慢零斜线的位置，但在神经元中可能是一个外界刺激电流。我们发现了 IP, AP 和 OP 状态的解分支的复杂结构，
通过 PD 和叉型分岔连接起来，它们围绕最大鸭解组织起来。虽然已经知道弛豫环的同步性，但我们认为弱耦合鸭解的分
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岔结构总体上是新颖的，特别是最大鸭解作为 IP, AP 和 OP 族的组织中心的作用。
在第 4 节中，我们重点研究了耦合恒同 VDP 系统在最大鸭解机制同步状态的分岔结构，该分岔结构依赖于耦合强度

α。例如 [73,16,74] 已经研究了周期扰动下 VDP 类系统的 PD 分岔和混沌轨迹。在目前的研究中，我们揭示了一个复杂的
2nT-周期分支，这表明附近存在混沌吸引子，我们选择不对其进行研究。相反，我们强调了进一步的同步状态，所有存在
的接近最大的鸭解，而不是由标准的作用函数分析预测的。

Figure 12: 周期 T(顶部，相同)，周期 2T(中间，不相同) 和周期 4T(底部，不相同) 在最大鸭解状态下 FF 耦合 VDP
系统的稳定 OP 同步状态。这些状态的相位差与作用函数分析一致。耦合强度 α 值为 6.63371×10−5, 面板 (a1) - (a2)，
7.04717×10−5, 面板 (b1) - (b2) 和 7.13322×10−5, 面板 (c1) - (c2)。左面板: 投影到 (xi, yi) 平面上的轨迹。右面板:xi 坐

标的时间序列。

由于接近最大鸭解，因此接近阈值，这些解可能包含靠近无头鸭解和靠近有头鸭解的通道，因此在阈下振荡和峰之间

交替。即使在经典弱耦合理论不适用的情况下，单个鸭解振荡器的慢-快相位平面结构使人们能够理解为什么这种混合模
式振荡的同步状态可以出现小到中等耦合强度下，这是由于几何形状和排斥慢流形族之间的接近。作为未来工作的一个问

题，我们计划在神经元模型的背景下研究这些复杂同步状态的相关性，其中有头鸭可能被认为不是那么罕见的，而是作为

慢激活的峰发放。

鸭解环的控制方面已经在 [75] 中进行了研究，其中作者已经获得了 MMOs, PD 双岔级联以及 FHN 型松弛振荡器中
依赖于控制机制的混沌行为。开发控制策略以达到耦合系统中期望的峰值行为可能是我们未来的一个研究方向。

最后，作为附录，我们也给出了与 lienard 系统极限环相关的伴随解的解析公式，给出了无头鸭环的合理数值结果。
这项工作只是将鸭解研究扩展到弱耦合振荡器领域的第一步，更普遍的是扩展到弱连接网络。它还不是严格的，但我

们已经确定了主要的几何结构，这些几何结构在形成鸭解机制下耦合平面慢系统的主要同步解族中起着至关重要的作用。

此外，我们强调了最大鸭解在组织这类系统的同步特性中的中心作用。在兴奋性神经元模型中，最大鸭解被确定为峰发放

阈值 [76,77]。
我们对弱耦合平面系统 (可兴奋神经元的简化模型) 的研究，通过将同步性、可兴奋性和最大鸭解的特性与鸭解爆炸

的周期函数联系起来，强调了它们之间的关系。慢结构与弱耦合之间的相互作用，使这类简单的平面系统具有相当丰富的

动力学特性。在高维的慢-快耦合系统以及更大的网络中，同步化、兴奋性和最大鸭解之间可能存在着类似联系，这是值得
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关注的。除了鸭解爆炸动力学对同步的影响之外，我们计划在不久的将来研究在 (至少三维) 由折奇异点组织的鸭解系统
中 [78] 以及在具有缓慢变化的量的系统中研究类似的效应，例如在加周期鸭解爆炸可能会对耦合簇振子的同步特性产生
巨大的影响的系统中研究 [79,41]。

Figure 13: FS耦合 VDP系统的 α 延拓。分岔点 (PD分岔)用红点表示。稳定分支 (实心)和不稳定分支 (虚线)分别为:T
周期分支 (黑色)、2T 周期分支 (红色)、4T 周期分支 (绿色) 和 8T 周期分支 (蓝色)。(对于图例中颜色的解释，请参阅本
文的网页版本。)

Figure 14: 周期 T(上图)，2T(中图) 和 4T(下图) 稳定的非相同 OP 同步状态，显示 FS 耦合系统在最大鸭解区附近的峰
值交替。耦合强度 值为 2.8502655978×10−3, 面板 (a1) - (a2)，2.8939484985×10−3, 面板 (b1) - (b2),2.9039987077×10−3,
面板 (c1) - (c2)。左面板: 投影到 (xi, yi) 平面上的轨迹。右面板:xi 坐标的时间序列。

6 附录：鸭解环伴随解的解析表达式

本文利用线性微分方程理论的经典结果 [80] 和 Schecter[81] 未发表的结果，推导出了与 lienard 系统的极限环相关的
伴随问题的周期解的表达式。这扩展了 Izhikevich 在 [53] 中所采用的方法，他通过取极限 ϵ = 0 来考虑弛豫环的情况。
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Izhikevich 的公式不适用于鸭解环，因为鸭解环中存在产生鸭解动力学的临界流形 S0 的折点，并且在计算伴随解时要求

ϵ ̸= 0。

我们考虑以下用 lienard 系统写的 VDP 型慢系统

x′ = y − f(x) := F (x, y)

y′ = ε(c− x) := εG(x, y),

其中，f(x) = x3/3− x 是一个三次函数，点表示相对于快速时间 t 的微分。我们考虑系统的一个鸭解环的解（A.1），
即一个周期解 γ(t) = (x(εt), y(εt))。沿 γ 与（A.1）相关联的线性化系统为

v′ = −f ′ (γ1(t)) v + w

w′ = −εv

我们可以把它改成一个二阶线性微分方程

v′′(t) + f ′ (γ1(t)) v
′(t) + (f ′′ (γ1(t)) + ε) v(t) = 0

（A.3）的一个明显的解是 (γ′
1(t), γ

′
2(t))。回想一下，如果我们知道二阶线性微分的一个特解 y∗

y′′(t) + p(t)y′(t) + q(t)y(t) = 0

然后我们可以得到另一个解 y#，与第一个不成正比，因此与第一个形成一个解空间的基础，使用常数类型的变化公

式，即，

y#(t) = u(t)y∗(t)

u 以一般积分的形式给出，为

u(t) =

∫ t

0

exp
(
−
∫ s

0
p(σ)dσ

)
y2(s)

ds.

因此，线性化系统的解 (γ′
1(t), γ

′
2(t)) 写成二阶等式（A.3），非比例解由 (v(t), w(t)) 给出

v(t) = u(t)γ′
1(t)

= γ′
1(t)

∫ t

0

exp
(
−
∫ s

0
f ′ (γ1(σ)) dσ

)
γ′2
1 (s)

ds

w(t) = v′(t) + f ′ (γ1(t)) v(t).

因此我们有

w(t) = u′(t)γ′
1(t) + u(t) (γ′′

1 (t) + f ′ (γ1(t)) γ
′
1(t))

=
exp

(
−
∫ t

0
f ′ (γ1(s)) ds

)
γ′
1(t)

+ u(t)γ′
2(t).

沿着极限环 γ 与系统（A.1）相关的伴随方程为

Ż = −J(γ(t))TZ

其中 Z 是一个二维实向量，J(γ(t)) 是沿解 γ 计算的雅可比矩阵。在 [81] 之后，我们将等式的解写入了等式（A.7）中

ZT (t) = exp
(∫ t

0

f ′ (γ1(s)) ds

)[
−s2 s1

]
,
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其中，s = (s1, s2)是线性化方程（A.3）的解。我们将这个公式应用于线性化方程的两个解 (γ′
1(t), γ

′
2(t))和 (v(t), w(t))

，这给出了伴随方程的两个解。我们希望得到的是伴随问题的周期解；为了得到它，我们将使用 Schecter 策略找到一个合
适的线性组合解，施加周期性。也就是说，我们将找到标量 α 和 β 使得

αZγ′(T ) + βZs(T ) = αZγ′(0) + βZs(0),

其中 α 和 β 为实数，Zγ′ 和 Zs 分别用公式（A.8）从上述极限环 γ 和上述 (v(t), w(t)) 解的线性化得到。因此，只关

注第二个分量，周期性条件（A.9）成为

α exp
(∫ T

0

f ′ (γ1(s)) ds

)
γ′
1(T ) + · · ·

β exp
(∫ T

0

f ′ (γ1(s)) ds

)
γ′
1(T )

×
∫ T

0

exp
(
−
∫ s

0
f ′ (γ1(σ)) dσ

)
γ′2
1 (s)

ds = αγ′
1(0).

假设 γ′ 本身是周期性的，我们可以简化上述等式，得到 α 作为 β 的函数：

α =
−β exp

(∫ T

0
f ′ (γ1(s)) ds

) ∫ T

0

exp(−
∫ s
0
f ′(γ1(σ))dσ)

γ′2
1 (s)

ds

exp
(∫ T

0
p(s)ds

)
− 1

.

条件（A.11）给出了一个合适的线性组合的单参数族，可以应用归一化得到伴随方程的周期解的唯一定义。
附录中分析结果的模拟。为了计算由 (A.8)给出的伴随方程的解和线性化方程 (A.2)的两个不同的解，即 γ′ 和 (v, w)，

我们需要数值计算由积分公式 (A.4) 给出的函数 u。

Pf (t) = exp
(∫ t

0

f ′ (γ1(s)) ds

)
.

要做到这一点，一个简单的方法是把 u 写成二阶微分方程的解，把 Pf 写成一阶微分方程的解，用数值方法求解这些

方程，例如欧拉格式。更准确地说，我们有

u′(t) =
exp

(
−
∫ t

0
f ′ (γ1(s)) ds

)
γ′
1(t)

2
:= h(t)

h′(t) = −
(
f ′ (γ1(t)) + 2

γ′′
1 (t)

γ′
1(t)

)
h(t).

相似的，我们有

P ′
f (t) = f ′ (γ1(t))Pf (t)

图 A.15 中显示的无头鸭解环 (图 1 左上角的 1-4 轨道) 的伴随方程的解与通过数值延延得到的解具有相同的定性行
为 (图 1 左上角 1-4)，其中解的振幅非单调变化，具有不同的幅度。事实上，(A.13)-(A.15) 的数值非常敏感，如图 A.15
中 4 所示，其中在 Z2 曲线的最大值附近出现了模糊的快振荡。人们可以通过减小 ODE 求解器的步长来消除这些伪振荡，
但是它会导致所有解的振幅不准确。在这方面，需要改进数值技术的鲁棒性和最优性。

公式的极限：我们提出的策略克服了由于临界流形上存在折点而导致的奇异性，但它也有局限性。首先，对于无头鸭

解，用该公式近似鸭解环的伴随解可以被认为是成功的 (见图 A.15)，但是在数值模拟中需要非常小心。然而，即使如此小
心，我们仍然无法用这个公式计算与大鸭解相关的伴随。这样做的原因可以通过查看 (A.13) 中的表达式来理解，当 γ′

1(t)

时，即在 γ 的极值处，它是奇异的。我们可以试着把这些方程的解分成排除极值的两个分支来积分。有了这个策略，我们

的公式可以用来计算所有鸭解环的伴随，从而扩展了 Izhikevich 的方法。公式 (A.8) 的第二个缺点是，它对所用的系统采
用了一种 lienard 形式。因此，它不能直接适用于更一般的平面慢-快系统，特别是生物物理神经元模型，如我们在 2.2.2
节中考虑的 HH 系统的二维简化版本一样。
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Figure 15: 图 1 所示无头鸭解环的伴随解使用公式 (A.8) 解析计算。蓝色曲线:Z1。红色曲线:Z2。(对于图例中有关颜色的
解释，请参阅本文的网络版本。)
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