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Abstract

利用模型和参数估计来捕获物理系统的动力学通常是具有挑战性的，因为许多参数的范围可以超过很大的数

量级，并且很难通过实验来测量。此外，选择一个合适的模型复杂度需要对模型的潜在用途有充分的理解，例

如强调定性行为的基本机制或精确量化现实动力学。我们提出了一种方法，可以指导模型的开发和调优，以获

得所需的定性和定量的解。它依赖于不同时间尺度的存在，并采用分离快和慢变量动力学的分离技术，这在定

性解的特征分析中是众所周知的。我们在这些方法的基础上展示在分岔参数情形中如何通过指定慢变量二维路

径的形式来施加动力学以获得定量解的特征。

1 引言

激光 [1] 中的脉冲、化学反应 [2,3] 中的混合模式振荡以及神经元 [4] 中的簇放电是在不同时间尺度上表现出演化特征
的普遍模式中的几个例子。理解这种模式的一个经典方法是对底层数学模型的快-慢分解方法，其中模型中的每个变量被
分为快或慢。然后，所有的慢变量都被固定下来，使得快变量定义了所谓的快子系统，其中慢变量被视为参数 [5–8]。慢动
力学强加了一个特定的路径，使慢变量在快子系统的分岔中运动。整个系统动力学可以通过假设快变量沿着一系列吸引子

移动来近似，在某些分岔情形中，不同吸引子之间偶尔出现快速过渡，而慢变量则追踪慢动力学施加的路径。特别是，当

使用单一的慢变量时，经典的建模方法为该变量包含了一个常微分方程（ODE），并考虑零速度的轨迹，或慢变量相对于
快变量的零斜线，以指定其运动方向 [7–11]；另一种方法是将慢动力学视为非自治的外力 [12–14]。

快-慢分解方法为两时间尺度系统的不同振荡模式的分类提供了一种简单而有效的方法。每一种类型的模式都被唯一
地描述为当慢变量跟踪选定路径时遇到的分岔序列，以及快子系统的特定吸引子 [9,10,12]。更准确地说，如果慢变量追踪
的相关路径利用相同的顺序经过快子系统的相同分岔，簇放电模式在定性上是相同的。

在本文中，我们提出了一个对快-慢分解应用的扩展。我们的方法的基本思想是，我们通过在慢变量空间中探索和描述
对应于快变量的相似定性行为的更详细的区域，来获得关于快动力学的定量信息。在此背景下，相关的定量信息包括对吸

引子收敛速率参数和周期轨道的依赖。在我们的研究中，我们将规定一种简单的慢动力学形式，导致一类特定的施加路径，

可以通过改变一小组相关参数来探索。重要的是，我们考虑了两个慢变量，它们提供了一个参数化连续路径的访问，可用

于调整振荡模式的定量特征。具体来说，我们将在下面的案例研究中考虑椭圆路径族。

强加的路径和容易获得的关于快子系统的定量信息的组合提供了一种资源，帮助引导快变量输出与期望目标的定量一

致。由此产生的动力系统本身可以作为所研究的物理系统的部分现象学模型；此外，如果有的话，它可以为完整模型的后

续参数估计提供指导；或者最后，它可以作为一个工具，以帮助开发一个模型系统的慢组件。

在接下来，我们考虑神经生理学的特定领域，并重点关注神经元产生的模式。神经元在各种环境下参与被称为簇放电

的活动模式，包括睡眠、检测、重复行为的产生，激素的释放，和某些病理条件 [4,15]。一般来说，簇放电指的是特征为
连续高频振荡交替的膜电位过程，其中间隔的振荡要小得多，可能更罕见或完全没有。然而，这个简单的描述包含了在不

同的文章 [9,10,14] 中不同神经元的簇放电模式的多样性。
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由 Rinzel [7,8] 开创的簇放电动力学的经典分析，利用了系统的快-慢性质，并基于奇点理论 [9,12,14]。其关键思想是
研究簇放电模式，并通过分析底层的快子系统来设计最小的簇放电模型。虽然这种类型的分析已经被用于现实的快-慢模
型，但它可能产生完全抽象的簇放电模式模型，这些模型只以定性的方式表现出特定的特征。特别是，具有单一慢变量的

系统已经以这种方式进行了广泛的探索。对于这样的系统，与周期簇放电模式相关联的施加路径必然是一个线段，而慢变

量在给定的值范围内来回振荡。为这类系统获得的簇放电模式完全由沿施加路径遇到的快子系统的分岔数量和顺序构成；

例如，在 [10] 中尝试了簇放电模式的完整分类。
还有其他类型的簇放电涉及两个慢变量 [17]。例如，抛物线簇放电的定性模式已经用快子系统 [18] 的分岔曲线上的慢

运动来解释，并通过非线性坐标变化 [16,19] 导出了与该分岔结构相关的典型基础模型。我们采用并扩展了这种慢-快分解
的方法，目的是捕获簇放电模式的特定定量特征，这些特征不能单独用分岔序列来表示。因此，我们将专注于规范模型，

还将纳入关于快变量动力学的相当精确的信息。整个慢模型是在可以认为的设计阶段开发的：定义遇到所需分岔序列的整

个路径族，然后选择最能代表预先指定的定量特征的路径。

作为本文的一个主要例子和案例研究，我们考虑了一个具有 5 个快变量和 2 个慢变量的呼吸性脑干 [20] 神经元的七
维模型。该模型表现了一种特殊形式的神经元簇放电，我们称之为去极化块或 DB 簇放电；相应电压时间过程的例子如图
1(b) 所示。这种类型的簇放电模式也在其他神经元模型 [21,22] 中观察到。DB 簇放电模式中的每个周期包括以下内容：
（i）静止中的静息状态
（ii）随着峰发放频率的逐渐增加，出现了持续的电压峰发放；
（iii）峰值频率显著增加，峰值振幅衰减；
（iv）一种接近稳定、高电压的去极化块状态的方法；
（v）峰发放的再次出现
（vi）回到静息状态

Figure 1: 七维系统 (1) 和 (2) 中的 DB 爆发。(a) 在该区域快子系统分岔集上的 ([Ca]，[Na]) 平面上投影的簇振荡，该平
面由不变环上的鞍结点分岔和 Andronov-Hopf 分岔的位点给出，分别标记为 SNIC 和 AH。(b) 电压 v 对应的时间过程。

DB 簇放电的定量特征可能对神经元的生物学功能很重要；例如，簇内的峰发放阶段可能与激素等物质的释放或特定
肌肉群的激活有关。此外，从快-慢分解的角度来看，两种定性相似的簇解确实具有生物学家认为是相同的特征，这可能并
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不明显。例如，如果振荡变得足够小，它们将无法被检测到或被噪声淹没，而只有某些频率的振荡可能足以达到生物学目

的；因此，两种具有不同振幅和频率的解可能值得区别，这在快-慢分解的定性分析中是没有呈现出来的。
是什么决定了快-慢系统中簇模式的定量特征？我们提出了一个案例研究，说明了快-慢分解方法的自然扩展可以提供

有用的信息，以定量地表示由生物实验产生的簇的数据。在这里，我们超越了对哪些分岔曲线是交叉的考虑，并考虑了由

交叉中的两个慢变量动力学跟踪的平面上的路径的细节。以及关于沿着这条路径遇到的快子系统的吸引子的相应细节。

本文的组织结构如下。在下一节中，我们将介绍来自 [20] 的 DB 簇放电模型的相关分析，并将其与四维简化模型的动
力学进行比较。七维模型的完整细节可以在 [20] 中找到，但方程组也在附录中给出。第三节说明了如何使用四维模型中两
个慢变量的施加路径来获得完整七维模型所示的定量相似的簇发放模式。在这项工作中，我们使用椭圆路径来说明我们的

方法，但很清楚，更多的涉及路径可以设计和用于特定的应用。我们在第 4 节中探索快子系统动力学的其他方面，与其分
岔图的分析有关，并确定簇发放模式的定量特征。我们在第 5 节中以讨论结束。

2 DB 簇发放模型及其动力学

Rubin 等人 [20] 提出了呼吸脑干神经元簇发放的七维模型。该模型基于 Hodgkin-Huxley 形式，由以下 ODEs 系统给
出，包括 5 个快变量和 2 个慢变量；所使用的各种函数和参数值的完整描述见附录：

v′ = −− 1

c
{IL(v) + IK(v, n) + INa(v,m, h) + Isyn(v, s)

+ICAN(v, [Ca]) + Ipump([Na])} ,

n′ =
1

τn(v)
[n∞(v)− n] , m′ =

1

τm(v)
[m∞(v)−m] ,

h′ =
1

τh(v)
[h∞(v)− h] , s′ =

1

τs
[(1− s)s∞(v)− ks] ,

[Ca]′ = ε {kIP3s− kCa ([Ca]− [Ca]b)} ,

[Na]′ = α {−ICAN(v, [Ca])− Ipump([Na])} .

这里，系统 (1) 由五个快变量 v, n,m, h 和 s 的方程组成，系统 (2) 由两个慢变量 [Ca] 和 [Na] 的方程组成，分别表
示细胞内钙和钠浓度。因此，五维快子系统依赖于两个参数，这些参数沿着 ([Ca],[Na]) 参数平面上发生的分岔曲线。这些
曲线可以很容易地用标准的软件包计算出来，例如，使用 XPPAUT [23]。

Rubin 等人 [20] 使用快-慢分解来强调 (1) 的潜在分岔集，它决定了 DB 簇模式的定性形式。他们发现存在两种类型
的分岔，即不变环上的鞍结点分岔，SNIC 和 Andronov-Hopf 分岔，AH；图 1(a) 为（[Ca]，[Na]）平面上的曲线 SNIC 和
AH。对于曲线 SNIC 和 AH 之间的值（[Ca]，[Na]），(1) 的吸引周期轨和在 AH 分岔的单平衡点同时存在；平衡点在 AH
的右边也存在，是稳定的。

对于 SNIC 左侧的（[Ca]，[Na]）值，存在三个平衡点；其中一个是稳定的，对应于静息电位附近的超极化电压。在
整个系统（1) 和 (2)DB 簇模式的一个时期，慢变量 [Ca] 和 [Na] 的路径使分岔曲线相交四次；如图 1(a) 所示，其中 DB
簇模式显示在 ([Ca]，[Na]）平面的投影上。我们的假设是，由两个慢变量 [Ca] 和 [Na] 所采取的这一特定路径的定量特征
控制了图 1(b) 中所示的 v 的时间过程的具体模式。
在第 1 节中列出的 DB 簇模式的各个阶段，可以用在（[Ca],[Na]）平面上的轨迹路径来解释。从位于（[Ca]，[Na]）平

面左上角的周期轨上的一个点开始，轨迹位于超极化静止状态族附近，DB 簇模式处于静息阶段 (i)；在穿过曲线 SNIC 时，
出现持续电压峰值（ii）；一旦曲线跨越 AH，峰值频率显著增加，而在阶段（iii）和（iv）期间振幅下降；当路径再次穿过
AH(v) 时，峰值再次出现，第二次穿过 SNIC 后恢复静息（vi）。因此，每个脉冲的活动解段，即在阶段（ii）-（v）的电
压峰值和电压升高的时期，发生在包含 AH 的曲线 SNIC 的一侧；阶段（iii）和（ii）的去极化块的衰减发生在 AH 的两
个交点之间；与 [20] 相比。Barreto 和 Cressman[21] 还关联了不变环上的鞍结点分岔和 Andronov Hopf 分岔曲线。
在本文中，我们将七维模型的输出看作是我们的数据集，或者是一个简化模型的目标输出。在实际应用中，它将被实

验记录的数据所取代。
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3 对 4 维简化模型施加路径

我们的模拟表明，将 Rubin 等人 [20] 的七维模型简化为四维版本，可以得到一个类似的 DB 型簇发放模式。这种简
化是通过准稳态近似实现的，通过设置 m = m∞(v) 和 s = s∞(v)/ (s∞(v) + k)，并通过用 1− 1.08n[7, 24][7,24] 的经典步
骤替换 h。然后将快子系统简化为以下二维模型：

v′ =− 1

c
{IL(v) + IK(v, n) + INa (v,m∞(v), 1− 1.08n)

+ Isyn (v, s∞(v)/ (s∞(v) + k))

+ICAN(v, [Ca]) + Ipump ([Na])} ,

n′ =
1

τn(v)
[n∞(v)− n] .

图 2 显示了简化的系统 (3) 和 (2) 的 DB 簇发放。将 (3) 和 (2) 的 DB 簇模式再次投影到图 2(a) 中的（[Ca]，[Na]）
平面上，以及二维快子系统 (3) 的分岔曲线 SNIC 和 AH 上，v 的时间过程如图 2(b) 所示。由于所用到的估计，为了实现
目标系统 (1) 和 (2) 的簇发放特性，需要调整一些参数值，详见附录。一个关键的因素是，我们已经得到了一个与 (3) 与
(1) 相似的快子系统的分岔结构。另一个方法是实现了分岔曲线的适当的遍历序列。尽管系统之间的总体相似，与图 1 比
较揭示了与七维模型簇发放的一些差异，我们发现尽管探索了广泛的参数空间，以下问题仍然存在：简化模型的 DB 簇发
放中，阶段（ii）持续电压峰发放短暂，在去极化块阶段（iv）时，电压峰值较小，和在阶段 (v) 峰值的重新出现延长。这
些效应在图 2(a) 中与慢变量 [Ca] 的行为联系起来；四维系统的簇发放在（[Ca]，[Na]）平面上的投影表明，在尖峰阶段，
轨迹在曲线 AH 上来回跳跃，没有完全穿过它。

Figure 2: 简化四维系统 (3) 和 (2) 中的 DB 簇。(a) 叠加在 SNIC 和 AH 曲线上的（[Ca]，[Na]）平面上的投影的簇振荡。
(b) 电压 v 对应的时间历程，与图 1 相比较。

图 1 和 2 之间的比较表明，模型从 7 维减少到 4 维，对慢变量 [Ca] 和 [Na] 的行为产生了不必要的影响。然而，我们
的方法不是试图符合慢变量的动力学，而是忽略它们的生物学相关性。也就是说，我们将证明，给定快子系统的一个特殊

的分岔结构，我们可以通过对相关的慢变量强加一个路径来产生一个期望的定量模式。为此目的，只要存在分岔结构，在
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特定参数调整中的不良影响是不相关的。为此，我们将生物（[Ca]，[Na]）平面上的路径替换为（[Ca]，[Na]）动力学，使
组合系统具有七维模型给出的 DB 簇发的相关定性和定量特征；关于一维施加路径的类似想法，请参见 [12,14]。
更具体地说，我们考虑了一个参数化 ([Ca], [ Na]) 平面上的路径 P，其形式为主轴沿 [Ca] 和 [Na] 轴的椭圆。这样的

椭圆与图 1(a) 中所示的路径相当相似，但它仅由 5 个参数定义，这些参数仍然提供了足够的自由来调整动力学的定量特
征。第六个参数是追踪椭圆的速度 ε。因此，P 被定义为

P = P ([Ca]c, [Na]c, d, [Ca]0, [Na]0, ε)

:=



[Ca](t) = [Ca]c + ([Ca]0 − [Ca]c) cos(εt)

− d ([Na]0 − [Na]c) sin(εt),

[Na](t) = [Na]c + ([Na]0 − [Na]c) cos(εt)

+
1

d
([Ca]0 − [Ca]c) sin(εt).

这里，[Ca]c 和 [Na]c 定义了椭圆的中心，d 是它的长宽比，([Ca]0, [Na]0) 是在 t = 0 时选择的初始点。[Ca] 和 [Na] 的
范围是区间 [[Ca]c− δ, [Ca]c + δ] 和

[
[Na]c − 1

d
δ, [Na]c + 1

d
δ
]
，其中 δ =

√
([Ca]0 − [Ca]c)2 + d2 ([Na]0 − [Na]c)2。对于本文

中使用的路径，我们固定了 [Na]0 = [Na]c，并使用 [Ca]0 来调整路径宽度，并使用 d来控制其长径比。我们假设 0 < ε ≪ 1，

使 P 沿逆时针方向追踪，[Ca] 和 [Na] 随时间演化缓慢。我们再次强调，椭圆路径并不代表模型的任何生物过程，而是被
用作探索慢变量空间的工具，从而追寻快子系统动力学的特征。

沿椭圆 P 的演化也可以看作是常微分方程组的解

[Ca]′ = −εd ([Na]− [Na]c) ,

[Na]′ = ε
1

d
([Ca]− [Ca]c) ,

初始条件为 [Ca]0 和 [Na]0。通过将系统 (4) 与简化的四维模型的快子系统 (3) 相结合，我们得到了四维驱动模型 (3)
和 (4)，这是本文的主要课题内容。请注意，公式 (4) 已经满足了我们这里的目的，即使它的周期轨道，即椭圆，并不是
孤立的。在需要驱动系统 (3) 和 (4) 的整体周期轨道延续的情况下，可以从 Hopf 正规形式 [23] 的版本中得到一组孤立吸
引椭圆周期轨道。

4 结果

对两个慢变量 [Ca] 和 [Na] 施加路径 P 的方法，使我们能够系统地控制和探索它们的定性和定量效应。我们的主要
结果是，我们能够通过利用底层的慢子系统的行为来量化在 DB 簇模式的（快）电压变量中观察到的不同特征；这些发现
超出了确定快子系统分岔图的标准方法。

4.1 施加（[Ca]，[Na]）椭圆的簇发放

我们预计，如果快速驱动系统的两个慢变量 [Ca] 和 [Na] 演化由施加的椭圆路径决定，如果在由分支曲线 SNIC 和
AH 包围的（[Ca]，[Na]）平面上产生一个区域，则可以表现出 DB 簇发放。我们现在通过证明 DB 簇发放的定性特征是
通过在特定序列 SNIC、AH、AH 和 SNIC 中选择一个跨越这些曲线的路径 P 来证实这一说法。
我们首先探索七维模型的版本，即通过将快子系统 (1) 与驱动系统 (4) 相结合。图 3 显示了系统 (1) 和 (4) 的三种

不同的 DB 簇发放模式，对慢变量 [Ca] 和 [Na] 使用了三种不同的施加路径。在（Ca、Na）平面上施加的路径如图 3(a)
所示，覆盖在快子系统 (1) 的 SNIC 和 AH 位点上；v 对应的三个时间过程如图 3(b) 所示。对于每条路径，我们使用
[Ca]c = 0.7�[Na]c = 5.35，初始条件为 [Ca]0 = 0（回想一下，我们总是设置 [Na]0 = [Na]c）和恒速 ϵ = 0.009。只有长宽

比 d 发生了变化，即图 3(a) 中所示的最外层椭圆（蓝色）的 d = 1
2
，增加到 d = 2（紫色，中心椭圆），然后增加到 d = 20

（红色，最内层椭圆）。所有三条路径都以 DB 簇发放所需的指定序列穿过曲线 SNIC 和 AH 曲线，如图 3(b) 所示，所有
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的 DB 簇模式都表现出 (i)-（vi）的定性特征；注意，d = 1
2
的路径在每个活动阶段开始时产生一些单峰，这在系统 (1) 和

(2) 的 DB 簇中也可以看到，这是其他路径没有看到的定量特征。
对于四维驱动系统 (3)和 (4)，可以得到定性相似的 DB簇模式。由于快子系统 (3)的 SNIC和 AH位点在（Ca、Na）平面

上略有移动，因此必须施加略有不同的路径。图 4显示了三个不同的椭圆的效果，其中心分别在 [Ca]c = 0.15�[Na]c = 5.85，

其中 [Ca]0 = 0,ϵ = 0.004。同样，只有长宽比 d 是变化的，我们选择了 d =
1

5
（蓝色，最外层的椭圆），d = 1（紫色，中心

椭圆）和 d = 50（红色，最里面的椭圆）。如图 3 所示，相关路径覆盖在图 4（a）的（[Ca],[Na]）平面上的 SNIC 和 AH
的位点上，v 对应的三个时间过程如图 4(b) 所示。需要注意的是，三条施加的椭圆路径中只有一小段位于 AH 的右侧区
域，它调节了 DB 簇发放的阶段（iv）和 (v)。因此，接近和远离稳定的、高压的去极化块状态的方法相对较短；比较图
3(b) 和 4(b)。此外，d =

1

5
的路径（蓝色，最早开始簇发放）在簇之间产生很深的超极化，在簇发放期间产生大的峰值衰

减，这也是图 3 中 d =
1

2
的路径（蓝色，在簇开始时显示孤立的单峰）的情况。图 3(b) 和 4(b) 中 t 轴范围的差异由 ϵ 的

不同选择控制。

因此，正如预期的那样，完整的七维系统 (1) 和 (4) 和简化的四维系统 (3) 和 (4) 的 DB 簇模式的定性特征完全取决
于分支的类型，表现出各自的快子系统和这些分岔的具体顺序。如图 3 和 4 所示，我们可以很容易地通过选择足够大的
[Na]c 和 [Ca]0 的适当值来控制这些性质。然而，我们也观察到，通过调整椭圆路径的纵横比 d，以及沿着该路径的速度
ϵ，可以获得簇路径的数量差异。例如，图 3 和 4 之间的比较表明，[Ca] 和 [Na] 穿过同一路径的速度导致了簇的数量差
异。接下来，我们将继续与（Ca，Na）空间中施加的路径相关的模型参数与 DB 模式的定量特征联系起来。

Figure 3: 在 [Ca]c = 0.7, [Na]c = 5.35, [Ca]0 = 0, ϵ =

0.009的情况下，7维系统 (1)和 (4)的 DB簇模式，以
及 3 个不同的 d 值，即 d = 0.5(蓝色，最外层椭圆)，d
= 2(紫色，中心椭圆) 和 d = 20(红色，最内部椭圆)。
(a) 覆盖 SNIC 和 AH 位点的 ([Ca]，[Na]) 平面上的三
条路径，(b)v 对应的三条时间轨迹; 注意，只有 d=0.5
在每次簇开始时才显示出孤立的峰。

Figure 4: 在 [Ca]c = 0.15, [Na]c = 5.85, [Ca]0 = 0, ϵ =

0.004 的情况下，四维系统 (3) 和 (4) 的 DB 簇模式，
以及 d 的三个不同值，即 d = 0.5(蓝色，最外层椭圆)，
d = 1(紫色，中心椭圆) 和 d = 50(红色，最内层椭圆)。
(a) 覆盖在 SNIC 和 AH 位点上的 ([Ca]，[Na]) 平面的
三条路径，(b)v对应的三条时间轨迹;注意，与 d = 0.2
相比，d = 1 和 d = 50 的时间过程在时间上向前移动，
并且在簇内显示出较少的峰值衰减。。
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4.2 超出基本分岔结构的定量特征

我们现在探讨如何分析快子系统的动力学，以确定整个系统的簇模型的定量特征。在这里，我们专门关注简化的四维

系统（3) 和（4)。
我们首先回到对所施加的路径的遍历速率的考虑上。图 5 显示了四维系统的三个定量不同簇模式 v 的时间过程和

ϵ = 0.002 在图 5(a)，ϵ = 0.006，在图 5(b)，ϵ = 0.01，在图 5(c)。实施椭圆路径参数 [Ca]c = 0.15�[Na]c = 5.85�[Ca]0 = 0，

和 d = 0.1。与前一小节一致，当 ϵ 很小时，簇的每个阶段由于较小的穿越率而被拉长；注意三个图中不同的 t 尺度。此
外，随着 ϵ 的增加，在（[Ca]，[Na]）平面上穿越相同路径的速度越快，在每个簇周期的去极化块阶段，电压振荡的衰减
就越小。如图 5(a) 中的那样，一个较慢的遍历加剧了这种衰减。
通过接下来考虑 DB 簇模式的（ii）阶段峰值之间的时间区间，我们将更深入地研究模式中数量差异的来源，在此期

间，重复出现高振幅电压峰值。这些峰值来自于存在于分岔曲线 SNIC 和 AH 之间的 ([Ca], [Na]) 区域的快子系统的稳定
周期轨道族 Γ0。在一个簇的时间间隔中，峰值之间的时间间隔可以在连续的峰值对中发生显著变化，而在 SNIC 的第二
次交叉后出现第一个峰值的时间可以在参数值和路径上发生显著差异。我们的假设是，在 DB 簇的第（ii）阶段观察到的
这些数量特征是由 ([Ca], [Na]) 依赖族 Γ0 的特征控制的。

Figure 5: ([Ca]，[Na]) 平面上的相同路径可以产生簇特征的定量差异，这取决于其穿越的速度。所示为四维系统 (3)
和 (4) 由相同的椭圆路径 (ϵ = 0.002in(a), ϵ = 0.006in(b), ϵ = 0.01in(c)) 产生的 v 的时间过程。路径的其他参数为
[Ca]c = 0.15, [Na]c = 5.85, [Ca]0 = 0, d = 0.1。
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具体地说，我们注意到 Γ0 中的每个周期轨都有一个定义明确的周期，这取决于 [Ca] 和 [Na] 的选择。沿路径 P 遇到
的周期由该施加的路径在 SNIC 和 AH 所限定的区域中的位置决定。我们发现，沿着 P 的周期进程在（ii）峰值之间的时
间间隔中，强烈地塑造了由此产生的 DB簇模式阶段。图 6(a)显示了（[Ca]，[Na]）平面上的 SNIC和 AH曲线，以及 Γ周

期轨道族的等高线。当我们距离 SNIC更远时，与轮廓相关的周期逐渐减小，从最接近 SNIC的曲线的 40开始，尽管接近
AH 的一些非单调集（例如，注意周期为 10.1 的标记轮廓的转折点）。该图还包括两条 ϵ = 0.009 的椭圆路径：垂直延伸路

径（蓝色）由 [Ca]c = 0.15, [Na]c = 5.2, d = 0.1和 [Ca]0 = 0 给出，水平延伸路径（红色）由 [Ca]c = 0.1, [Na]c = 5.1, d = 1

给出，[Ca]0 = −0.1。v 在前半段时间段内的对应时间轨迹如图 6(b) 和 6(c) 所示。填充的黑色和绿色的圆圈分别表示解
穿过 SNIC 和 AH 的时刻。

Figure 6: 在强加的路径上遇到的快子系统周期轨道的不同周期对 DB 簇模式的峰间间隔有显著影响。(a) 为 ([Ca]，[Na])
平面上的 SNIC 和 AH，以及 Γ0 中周期轨道的等周期轮廓 (灰色)。覆盖的是一条垂直宽路径 (蓝色)，其中 [Ca]c =

0.15, [Na]c = 5.2, d = 0.1, [Ca]0 = 0，以及一条水平长路径 (红色)，其中 [Ca]c = 0.1, [Na]c = 5.1, d = 1, [Ca]0 = −0.1。(b)
和 (c) 分别显示了 v 在前半段的相应时间过程; 曲线 SNIC 和 AH 的交叉点分别用黑色和绿色圆圈标记。

垂直延伸的路径（蓝色）穿过 SNIC 大致与周期等高线正交，因此快速发展到一个周期相对较短的区域。如图 6(b) 所
示，v 对应的时间间隔相对较短，在簇发放周期内变化不大。相比之下，水平拉长的路径（红色）穿过 SNIC 的方向与靠
近 SNIC 曲线的高周期轮廓对齐。相应地，从交叉点（黑色圆）到 v 轨迹第一个峰值有一个时间的延迟，如图 6(c) 所示，
前几个峰值间隔比图 6(b) 中所示的任何一个都要长，在簇发放过程中，峰值时间逐渐压缩。注意。我们选择参数值使得
整个活动阶段的时间从开始（黑圈）到结束（绿圈）都在 SNIC 和 AH 之间，与 DB 簇非常相似，所以图 6(c) 中的峰值
间隔不仅仅是由于 DB 簇发放模式通过阶段（ii）的速度较慢。
接下来，我们转向 DB 簇模式的阶段（iv）和 (v)，并量化接近和远离稳定的、高压的去极化块状态的方法，这分别

发生在 AH 的第一次和第二次交叉之后。观察到的收缩速率（膨胀率）与稳定的（不稳定的）特征值有关，该特征值是
由快子系统的平衡点线性化得到的。在 Andronov-Hopf 分岔的 AH 曲线附近，这些平衡点都具有复共轭对的特征值。它
们的实部在 AH 的右边是负的，在它的左边是正的。图 7(a) 显示了（[Ca]，[Na]）平面上这些实部 Re(λ) 的 15 个等高
线，从 −0.05 到 0.09 均匀分布；曲线 AH 对应于轮廓 Re(λ) = 0。我们选择了三条椭圆路径，它们都以 [Ca]c = 0.19 和

[Na]c = 5.75 为中心，且有 [Ca]0 = 0.04 和 ϵ = 0.004。这些等高线的唯一区别在于它们的高宽比，即 d = 0.1（蓝色，最
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外层的椭圆），d = 0.2（紫色，中心椭圆）和 d = 0.4（红色，最里面的椭圆）。它们与 AH 的交点用正方形和三角形标记，
分别表示第一次和第二次相交。v 对应的时间过程如图 7(b) 所示，其中时间发生了位移使得第一次相交发生在 t=0 的时
候（用带有绿色方块的垂直线标记）。这里，d = 0.2（紫色，顶部）的簇在实际坐标中绘制，而 d = 0.1（蓝色，底部）和

d = 0.4（红色，中间）的簇分别向下移动了 200 和 100mV。

Figure 7: 从去极化块状态的收缩和膨胀取决于沿强加路径遇到的快子系统中相关平衡的特征值的实部 Re(λ)。(a) 为
([Ca]，[Na]) 平面的 SNIC 和 AH，以及 Re(λ) 的轮廓 (灰色)。叠加的路径有 [Ca]c = 0.19, [Na]c = 5.75, [Ca]0 = 0.04 和

ε = 0.004，以及不同的 d = 0.1(蓝色，最外层的椭圆)、d = 0.2(紫色，中心的椭圆) 和 d = 0.4(红色，最里面的椭圆)。(b)
中所示为 v 对应的时间过程，在 t = 0 (t = 0 垂直线上的绿色方块) 处出现第一次相交，在 d = 0.1(蓝色，最下面的迹线)
和 d = 0.4(红色，中间的迹线) 时程电压分别下降 200 和 100mV;AH 的第二个交叉点用三角形标记。

如图 7(b)所示，尽管到 AH（三角形）的第二次相交时间不同，但 DB簇模式的阶段（iv）是很相似的。观察到 d = 0.2

（紫色，顶部）和 d = 0.4（红色，中间）的 AH 相交时间相似，而 d = 0.1（蓝色，底部）的簇表现出明显更长的阶段（iv）。
图 7(a) 说明了 d = 0.4（红色，最内层椭圆）的簇没有穿过等高线 Re(λ) = −0.05，这表明向去极化块状态的收缩不如其

他两个簇强。因此，尽管 d = 0.2（紫色，中心椭圆）和 d = 0.4（红色，最内层椭圆）在 AH 右边花费的时间相同。离
开去极化块所需要的时间比 d = 0.4 对应的簇更短，导致了更短的时间，直到阶段（v）开始，见图 7（b）。注意，在当
d = 0.1 时在 AH 右边花费的时间越长，导致了向着去极化状态的一个更强的收缩，以及随后离开他的缓慢膨胀。因此，在
阶段（v）的尾声，电压下降初始化静息阶段之前，没有额外的峰出现。
事实上，在分岔曲线之间的时间与收缩和扩张的速率在这些时间相遇，就像在图 7（a）中的等高线那样。在回到静息

阶段之前，这种结合的方式使得阶段（v）展现出额外的峰的总数，非单调地依赖于施加的椭圆路径的长径比。图 7(b) 中
的时间过程按序排列以强调这种非单调性；它们显示，在 d=0.05 的椭圆路径（紫色，中心）上出现了最大数量的峰。虽
然这些峰在较大的中开始得较早，如 d=0.4（红色，最里面的椭圆），但从第二个 AH 到第二个 SNIC 的相对较短的时间
限制了在阶段 (v) 内可以发生的峰值数量。对于较小的 d，如 d=0.1（蓝色，最外层椭圆），需要额外的扩张克服来自阶段
（iv）的强烈收缩，在 SNIC 相交和活跃阶段结束之前，阶段（v）甚至一个完整的峰值都不能产生。
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5 讨论

我们介绍并演示了一种快慢速动力学模型和分析的概念方法，它允许人们确定和提取与手头的应用相关的定量信息。

我们的方法适用于至少有两个慢变量的快-慢系统，其方法如下：
（i）第一步，采用标准的快-慢分解方法，通过确定快子系统的分岔结构，提取系统动力学可能的定性特征。从这个结

构中，可以推断出在慢变量空间中封闭路径可能会遇到的吸引状态。

（ii）利用各状态族的延拓得到快子系统吸引周期轨道的周期和与快动力学的不变对象相关的收缩率等额外的定量信
息。在沿着慢变量空间中的路径遍历的区域中获得关于快子系统的信息，可以对整个系统解在遵循该路径时将表现出的特

定定量特征进行表征。

（iii）一旦获得了这些信息，就可以设计慢变量空间中的路径，以提供所需的一组解特征，这些特征可用于促进慢变量
动力学模型的开发或指导数据拟合算法。

作为我们具体的测试案例，我们考虑了呼吸脑干神经元的去极化阻滞或 DB 簇，如 [20] 中的七维模型所示。在这里，
神经元中钙的浓度 [ mathmCa] 和钠的浓度 [ mathmNa] 的进化时间尺度比细胞膜上的电压电位 v 慢得多，这是在实验

中观察到的。我们仅用两个快变量推导了该模型的四维简化模型，并考虑了其驱动版本，其中路径族被选择为 [Ca]和 [Na]
平面上的椭圆。DB 簇由不变环 (SNIC) 上的鞍结点分岔曲线和快子系统的 Andronov-Hopf 分岔曲线 ( mathmAH) 定性

组织，椭圆路径自然地捕获了生物模型中产生的交叉序列。簇模式追踪了快子系统的一系列吸引周期轨道，也表现出向平

衡曲线收缩和随后远离平衡曲线的膨胀，而平衡曲线沿着 Andronov-Hopf 分岔发生。虽然在七维和四维生物模型中，活动
阶段的动力学之间存在一些定量差异，关键是通过调整施加的路径，我们可以选择快子系统动力学的特定定量特征。

更具体地说，我们发现一个施加的路径在（[Ca]，[Na]）平面的不同区域花费的时间，对应于分岔曲线之间的通道，只
是决定结果爆发模式的时间相关定量特征的一个因素。事实上，沿路径遇到的快速子系统的周期轨道的周期在形成脉冲内

的峰值频率方面起着至关重要的作用；这种关系可以通过计算快速子系统存在（吸引）周期轨道区域的等周期轮廓来分析。

更具体地说，我们发现构成的路径在 ([Ca]，[Na]) 平面的不同区域 (对应于分岔曲线之间的通道) 所花费的时间量，只
是决定最终簇模式与时间相关的定量特征的一个因素。事实上，沿路径遇到的快子系统的近周期轨道在形成簇内的峰频率

方面起着至关重要的作用; 这种关系可以通过计算快子系统 (吸引) 周期轨道所在区域的等周期轮廓来分析。此外，我们发
现从慢峰 (尖峰开始时) 到快峰的突然转变可以用这种方式预测。同样，沿着路径遇到的快子系统平衡的特征值负责与 DB
簇的去极化块状态相关的观察到的收缩和膨胀率; 通过在 ([Ca]，[Na]) 平面的相关区域中计算这些特征值的相等实部的轮
廓，可以分析细节。这些轮廓解释了相对于 ([Ca]，[Na]) 平面上施加的椭圆路径的宽高比 d 而言，在 DB 阶段结束时，在
静息阶段开始之前，出现的峰数量的明显且违反直觉的非单调性。我们发现与 [21,22] 中提出的模型相似的结果 (此处未报
道)。考虑到它们与快子系统的分岔结构和簇模式的定性特征之间建立的良好关系的联系，我们相信我们的想法将自然地
扩展具有其相关快子系统的不同底层分岔图的模型; 例如，我们的方法可以用于建模和分析鸣禽发出的声音模式 [25,26]。
我们在定量簇特征和穿越 ([Ca]，[Na]) 平面的路径之间建立的联系，为设计慢变量 [Ca] 和 [Na] 的路径打开了大门，

以实现特定的定量结果。从模型开发的角度来看，这种控制解特征的能力非常有用，特别是在必须调整以捕获复杂动力学

的较低维度模型缩减的有利情况下。路径的设计可以指导模型的开发，此外，它可能对慢动力学的参数估计和拟合有用，

这可能特别有助于在神经模型中实验测量与慢变量相关的困难。

一旦选择了一族路径，就可以选择具有最合适的定量特征的路径。我们在这里省略，但其他更复杂的路径通常会更自

然地考虑;在我们的例子中，这样的路径可能会使简化的四维模型和目标七维模型的电压动力学更接近。重要的一点是，路
径族是由相当少的参数指定的。有趣的是，在快动力学中给出类似定量特征的路径可能是非唯一的，对这种非唯一性的观

察可能有助于指导实验设计，从而选择最合适的路径，或者证实模型具有动态鲁棒性，从而允许某些生物系统在可变条件

下保持功能 [27-29]。除了从快变量特征的观察中探索慢动力学的可识别性之外，未来工作的另一个方向是考虑我们提出的
方法的有效性，通过将其与优化技术相结合，用于快-慢簇模型的参数估计。一个挑战是定义合适的函数，以相关的定量特
征来封装给定 (周期) 输出与所考虑的动力学之间的距离; 在实际应用中，后者可以由实际实验产生，而不是由高维数学模
型产生。
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Table 1: 七维模型 (1) 和 (2) 中函数所使用的参数值。
Conductances
(nS)

Reversal
potentials (mV)

Half
activations

gL = 3.0 EL = −60.0 θh = −30.0mV
gNa = 150.0 ENa = 85.0 θm = −36.0mV
gK = 30.0 EK = −75.0 θn = −30.0mV
gsyn = 2.5 Esyn = 0.0 θs = 15.0mV
gCAN = 4.0 ECAN = 0.0 kCAN = 0.9µM

Slopes Time
(mV or µM) constants (ms) Scaling constants
σh = 5.0 th = 15.0 kNa = 10.0mM
σm = −8.5 tm = 1.0 [Na]b = 5.0mM−1.0

σn = −5.0 tn = 30.0 kCa = 22.5 ms−1

σs = −3.0 τs = 15.0 [Ca]b = 0.05µM
σCAN = −0.05 kIP3 = 1200µMms−1

C = 45.0pF k = 1.0 rpump = 200.0pA
ε = 7× 10−4 α = 6.6× 10−5mMpA−1 ms−1

6 附录

为了完整起见，我们在这里提供了系统 (1) 和 (2) 中使用的定义；参数见表 1。回想一下，系统 (1) 和 (2) 与 [20] 中
描述的呼吸脑干神经元的 DB 簇模型相同，详情也可以在那里找到。系统 (1) 中的电压 v 方程包括以下电流：

IL(v) = gL (v − EL) ,

IK(v, n) = gKn
4 (v − EK) ,

INa(v,m, h) = gNam
3h (v − ENa) ,

Isyn(v, s) = gsyns (v − Esyn) ,

Table 2: 表 2.2 二维快子系统 (3) 中所使用的参数值与五维快子系统 (1) 中所使用的参数值不同。
gK = 15.0nS θs = 10.0mV
gCAN = 10.0nS kCAN = 0.25µM
σs = −8.0mV kCa = 60.0 ms−1

k = 10.0 kIP3 = 1700µMms−1

ε = 0.005 rPump = 1500.0pA2

ICAN(v, [Ca]) = gCAN (v − ECAN)

1 + exp [([Ca]− kCAN) /σCAN]
,

Ipump ([Na]) = rpump [ϕ([Na])− ϕ ([Na]b)] ,
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其中

ϕ([Na]) = [Na]3
[Na]3 + k3

Na
.

n,m, h, 和 s 的方程有相同的形式，

X∞(v) =
1.0

1.0 + exp [(v − θX) /σX ]
,

其中 X ∈ {n,m, h, s}, 和
τX(v) =

tX

cosh
(

v−θX
2σX

) ,
其中 X ∈ {n,m, h}; 时间尺度 τs(v) = τs ，s 是一个给定的常数。该模型中有很多参数，本文中使用的参数值如表 I 所示。
五维快子系统 (1) 采用 m 和 s 的准态假设，令 h = 1 − 1.08n，得到简化的二维快子系统 (3)。我们使用与表 I 相同

的参数值，除了表 II 中指定的参数值，它们用于展开系统 (1) 和 (2) 中一般快系统的分岔结构和慢子系统行为。
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