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摘要 [Abstract]
我们报告了一个最近开发的神经质量模型的出现，

包括短期突触可塑性。神经质量模型可以通过模拟平均

膜电位和放电率等一些宏观变量来模拟大规模神经元

种群的集体动力学。目前的一个特别重要，因为它代表

了突触耦合二次积分和发射 (QIF)神经元的精确平均场
极限。如果没有突触动力学，具有慢频率 ε的周期性外
部电流可以导致类似爆发的动力学。发射模式可以用奇

异微扰理论来理解，特别是慢速解剖。与突触动力学一

起，时间尺度分离导致各种慢速现象，它们对破裂的作

用变得异常复杂。运河对于理解破裂的途径至关重要。

它们描述了系统局部不变集附近的演化轨迹，并存在于

阈下动力学和爆发之间的过渡中。在奇异极限 ϵ = 0附

近，我们报告了特殊的跳跃跳板，它阻止了向破裂的连

续过渡。在生物学上更可信的 ϵ体系中，这种转变变得

连续的，爆发通过连续的加峰转变而出现。爆发的开始

是复杂的，涉及混合类型的环面运河，它形成爆发的第

一个峰值，并遵循快速子系统排斥极限环。我们用数值

证明了同样的机制导致了塑料突触的 QIF网络的爆发。
由于平均场极限的精确性，主要结论适用于该网络。

I 引言 [Introduction]
在过去的十年中，平均场理论中的一种新方法，即

所谓的奥特-安东森 (OA)ansatz [1,2]，受到了广泛的关
注。ansatz作为一个配方，从一个高维的相互作用的相
位振荡器网络精确地还原到系统的低维宏观行为。首先

将其应用于同步的原型模型，即仓本模型 [3]。在热力
学极限下，我们得到了平均场系统与底层网络的宏观动

力学的精确一致。

值得注意的是，OA ansatz适用于更广泛的一类相位
振荡器网络，从而进入了计算神经科学领域。一个令人

感兴趣的系统是二次积分和火 (QIF)神经元，它代表了
不变环 (SNIC) 分叉上的鞍节点和所谓的 I 型兴奋性的
典型模型。在一定的假设下，QIF神经元被等同于埃门
特-科佩尔模型，也称为 θ模型 [4]。它代表了一个神经元
动力学的相位振荡器模型，它确实适合于可以在 OA框
架内处理的一类问题。在蒙布里奥、Pazo和Roxin(MPR)
的工作中，OA ansatz应用于 QIF神经元的集合，导致
了下一代神经质量模型 [5]的激增。
这些模型试图捕捉尖峰神经元网络的宏观动态，只

使用几个变量，就像这里，种群放电率和平均膜电位。近

年来，MPR模型的各种应用得到了研究。它们包括导致
混乱的延迟突触相互作用 [6]，以及多种群模型 [7]和交

叉频率耦合 [8]中的皮质振荡研究。虽然最初的MPR模
型解释了化学突触，但该方法可以直接应用于包括由神

经元 [9,10]之间的间隙连接形成的电突触。将 MPR模
型扩展到稀疏网络 [11]和波动驱动动力学的 [12]。
这些 QIF 网络和它们对应的神经质量的例子可以

产生有趣的动态机制，通常由系统中的双稳定性引起。

事实上，原始的MPR模型展示了一个稳定节点和焦点
共存的参数体系 [5]。当神经元集合受到外部电流的影
响时，这与它们的宏观反应特别相关：双稳定性意味着

一个依赖于时间的外部驱动可以导致有趣的放电节律。

最近的一项研究以指数衰减作用的形式考虑了突

触动力学然而，在目前的工作中，我们希望探索一个

QIF网络，它以短期突触可塑性 (STP)的形式解释突触
动力学，从而增加生物学上的合理性。根据 Tsodyks和
Markram 的现象学 STP 模型，必须区分两种相反的效
应：抑郁，即减弱，促进，即加强，突触连接 [14]。据
我们所知，STP在下一代神经质量模型中的作用还很少
受到关注，尽管它在神经科学中高度相关。以往的 STP
宏观模型通常使用Wilson-Cowan(WC)模型，因此是具
有启发式性质的 [15,16]。尽管如此，他们还是帮助发展
了一种新的工作记忆 [17]的突触理论，这是一种在大脑
中进行短期信息存储和操作的认知系统。WM的突触理
论引发了各种理论研究，在多种群拓扑中使用WC模型
和 STP，以理解基本的WM操作，如信息加载和召回，
并估计最大WM容量 [18,19]。

在最近的一项研究中，提出了将MPR发射率方程
扩展到 STP，以模拟WM [20]。在 STP存在的情况下，平
均场极限仍然是精确的。因此，人们可以利用这个限制，

以深入了解网络中发射模式的出现。可能导致复杂行为

的一个方面是时间尺度分离，它伴随着 STP。抑郁和促
进作用可能确实在不同的时间尺度上起作用。例如，对

前额叶皮层的测量表明，突触的促进作用可以维持几秒

钟，而抑郁则在几百毫秒的 [21]内衰减。
突触动力学和额外的时间尺度丰富了动态景观，通

过产生双稳定性涉及极限环 [20]。这是爆发性节奏出现
的基础。爆发是指在静止阶段和快速振荡之间交替的动

力学。当缓慢地迫使 QIF神经元的数量时，通过缓慢漂
移的外部电流，系统可以从准静态运动过渡到快速振荡，

与恒定的系统中存在稳定循环有关。

在各种实验研究中发现，[22–29]和理论方法 [30–
35]不仅旨在分类观察到动力学，但也模拟和揭示了爆
发的机制。虽然峰值神经网络的爆发是最近 [36,37]研
究的主题，但它们出现的机制往往仍然不清楚：探索大

规模网络的状态空间是乏味的，添加慢-快的方面使问
题复杂化。MPR模型的准确性有助于克服这一限制：应
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用于神经质量模型的分析工具和分岔分析允许得出微

观网络 [38]的结论。
这项工作的主要结果与 STP 在 QIF 网络中出现的

破裂有关。特别地，我们研究了在外部缓慢和周期性电

流存在下从阈下振荡到爆发的转变。这种强迫到问题中

出现了清晰的时间尺度分离，导致了复杂的慢速现象，

并允许应用慢速解剖方法，稍后将描述。作为一种展望，

研究结果包括了破裂途径的区别，这取决于时间尺度的

分离。对于强分离的时间尺度，远离生物学上可信的场

景，路线是复杂的，可能在参数空间中是不连续的，它

与某种类型的所谓的运河有关。然而，中等的时间尺度

分离揭示了一些混杂的慢-快机制，导致从阈下振荡到
爆发的连续过渡，并与不同类型的裂缝有关。我们的结

果得到了慢速论证和数值证据的支持。

图 1首次显示了这项工作中感兴趣的动态状态。面
板 (a)描述了一个由N = 105个QIF神经元组成的大规
模网络对一个缓慢的外部正弦电流的响应。第二个面板

(b)显示了 QIF网络的发射率，以及平均场极限的发射
率。这两个系统都经历了一个低发射活动的静止阶段。

当外部电流超过一定水平时，系统开始爆发，其特征是

一系列高速同步发射。

为了理解这些爆发是如何出现的，我们必须封装两

个主要方面。首先，在即将到来的部分 2我们将引入带
有 STP的QIF网络模型以及相应的平均场极限，并将分
析状态空间的结构和动力学。第二，一个缓慢的外部驱

动器的存在需要应用慢-快速的解剖。为此，有必要引入
一般的慢速-快速框架和修改众所周知的慢-快机制，这
对我们的模型起作用，在第三节。下一步，将时间尺度

分离问题的通用方法应用于本节的本模型。第四节解剖

对于理解第 5节中的结果至关重要。第五节使用慢速参
数研究。这为研究导致破裂出现的机制铺平了道路，就

像在 6节中所做的那样。最后，在第 7节通过比较爆破
状态下的平均场动力学和QIF网络动力学，解决了最初
提出的宏观尺度上的爆破问题。

II 具有突触动力学的下一代神经质
量模型 [A next-generation neural
mass model with synaptic
dynamics]
峰值神经元模型可以以他们的反应注入电流，这通

常是测量的 f-I曲线，确定发射频率 f与输入电流的关
系我的动态霍奇金-赫胥黎型神经元可以在兴奋或强直

状态 [39]。没有输入的可兴奋神经元接近平衡。然而，
在回到静止状态之前，足够的输入可以激发膜上超过一

个阈值的电位，从而导致单个动作电位的触发。另一方

面，紧张性神经元周期性地发射，频率为 f。根据传统

的行为从可兴奋动力学到主力动力学，可以区分 (至少)
两类膜。对于第 I类神经元，f-I曲线是连续的，从静止
状态 (f = 0) 过渡到任意慢频率的重复放电 (f > 0)。它
通常发生在 SNIC分叉处。另一方面，II类神经元表现
出不连续的 f-I曲线，导致在紧张性放电开始时的非零
放电率，它们通常与 Hopf 分岔有关。这种 Hopf 分岔
通常是次临界的，例如在 Hodgkin–Huxley、FitzHugh–
Nagumo[40,41]和Morris–Lecar模型 [42]中。

A 尖峰神经元的网络和平均场极限 [Network
of spiking neurons and meanfield limit]

我们工作感兴趣的模型是 I 型兴奋性的典型模型：
QIF神经元。在 N个突触耦合神经元的网络中，膜电位
Vi(t)服从方程式 (1)。

V̇i = V 2
i + ηi + Jr(t) + I1(t) (1a)

if Vi > Vthresh : Vi ← Vr

r(t) =
1

N

N∑
j=1

∑
k:t

(k)
j <t

δ
(
t− t

(k)
j

)
(1b)

施加于神经元的总电流是恒定分量 ηi，突触电流 Jr(t)，

突触权重 J 和一个外部的，可能是时间依赖的，电流

I1(t) 的总和。变量 r 表示瞬时发射率，由单个神经元

脉冲序列
∑

k:t
(k)
j <t

δ
(
t− t

(k)
j

)
，其中 t

(k)
j 表示 k 进入

Diracδ 函数。QIF 神经元是可兴奋性的还是紧张性的，
这取决于 ηi。给定 r = 0，神经元对 ηi < 0可兴奋，对

ηi > 0处于紧张性放电状态。当 Vi 超过应用重置规则

的阈值 Vthresh 时，就会触发，导致潜在的重置为 Vr。

当执行热力学极限 N → ∞ 和实施某些条件，上
述微观模型的平均动力学导致减少宏观描述的平均膜

电位 v(t) 和发射率 r(t)，即 MPR 模型 [5]。该推导是
基于OA的 ansatz和产生一个精确的减少 [1]。因此，除
了有限大小的波动外，QIF网络的集体行为与 MPR模
型完全一致。根据 OA Ansatz和 MPR模型的推导，以
下假设必须得到一个精确的发射率公式。

(i) 阈值和重置电压必须在限制 Vthresh = −Vr →
∞，使 QIF神经元与 θ模型 [4]相同。

(ii)可激性 ηi 来自洛伦兹分布 g(η) = 1
π

∆
(η−η̄)2+∆2，

以 η̄为中心，宽度参数 ∆。

(iii)神经元是全对全耦合的。这样，每个 QIF神经
元就会接收到相同的突触电流 Jr(t)。
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图 1: 尖峰神经元网络和平均场极限：105个代表性神
经元中有 2000个子集的散点图。每个点代表一个峰值。
b网络的发射率 (黑色)和相应的平均场极限 (红色)。蓝
色的曲线显示了一个时间依赖的外部电流应用于两个
系统，是正弦形式。(彩色图形在线版)

(iv)QIF网络必须考虑在热力学极限 N →∞中。
所得到的MPR模型由 r(t)和 v(t)的两个常微分方

程 (2)组成。
ṙ = ∆

π + 2rv v̇ = v2 − (πr)2 + Jr + η̄ + I1(t)

尽管有一个相当简单的状态空间结构，但没有突触

动力学的MPR模型在外部强迫时可以产生有趣的周期
性模式。在常数 i1的情况下，周期解不存在，可以找到节
点平衡、焦点平衡和鞍平衡。然而，在参数空间区域出现

节点和焦点之间的双稳。因此，缓慢的周期性强迫，例如

由 I1 = A sin(εt), 0 < ε� 1，可以导致这些区域的滞

回，如 [5]所示。在这种情况下，轨迹由一个低发射率段
和一个具有阻尼振荡的高发射率段组成，这与在常数 I1

的系统中存在焦点有关。这种类型的轨道已经可以被看

作是以缓慢漂移和快速振荡交替为特征的爆发模式。然

而，在无限慢强迫的极限 ε = 0中，快速振荡消失。在

这种情况下，所得到的循环可以归类为弛豫振荡，这在

第 3节中引入。

B 具有短期可塑性的神经质量模型 [Neural
mass model with short-term plasticity]

我们目前的研究调查了方程 (2)的扩展版本的爆发
模式。这说明 STP为在索代克斯和马克拉姆 [14]的现
象学模型中描述。短期突触抑制与神经递质耗竭有关。

每个神经元 i 都有一个有限数量的 Xi(t) ∈ [0, 1] 的资

源 (即准备被释放的囊泡)。峰值之后是突触前动作电位
的发射率。当它们到达突触末端时，神经递质的一部分

Ui(t) ∈ [U0, 1] 被释放到突触间隙，从而产生突触后电

位 (PSPs)。因此，每个突触前峰值都与产生即将到来的

psp的可用资源的利用和减少有关，从而导致未来突触
后兴奋的减少。在 τd = 200 ms (抑郁时间尺度)上，资
源 Xi 以指数形式恢复到其 Xi = 1的基值。

图 2: 具有恒定强迫的系统的解族：方程式 (4)的分岔
图 I1 与 r的分岔图。对于 I1 ≲ 0.25，只存在一个不动
点 (FP，实黑线)。在 I1 ≈ 0.25时，FP通过亚临界 hopf
分岔 ((HL，下橙色点)不稳定，形成一个不稳定极限环
的分支 (LC，橙色虚线)。不稳定 FP分支 (虚线黑线)的
两个鞍节点分支 FL 和 FU(黑点)出现在 I1 的狭窄范围
内，分支折叠两次。在超临界 Hopf-分岔 ((HU，上橙色
点)下，I1 ≳ 0.7恢复了稳定性。不稳定的 LC通过循环
的鞍节点分叉 (紫色点)稳定 (实橙色线)，并在第二个
Hopf分叉处消失。橙色的线表示 LC分支的最大发射
率。插图中显示了在 FL和 FU附近的分岔结构的扩大，
以及在 Hopf点 HL 处出现的不稳定的 LC分支。c-e面
板 (a)中的周期解 (r(t), v(t), x(t), u(t))与时间 t的关系
用红色虚线标记。红色曲线表示 NMSTP方程式 (4)的
模拟结果。灰色的网络方程式 (3)。b N=10万个网络中
20000 个代表性神经元的峰值散点图。(彩色图形在线
版)

与抑郁相反，促进作用会导致 psp的增强，并与突触
末端的神经递质释放概率有关，这是由利用因子 Ui 建

模的。释放的概率 (因此是 Ui)取决于细胞内钙的浓度。
神经递质的释放与突触前末端钙离子的积累有关，因此

每个峰值都会导致 Ui 的增加。钙浓度和利用因子在促

进时间尺度上衰减到基础水平 Ui = U0，τf = 1500 ms。

如 [20]中建议的那样，我们将重点将 STP实现到
宏观水平 (m−STP )模型中，以保持发射率模型的准确

性。换句话说，分别由Xi和 Ui解释的抑郁和促进作用

不会在单神经元水平上处理，而是在群体水平上处理，

抑郁和促进作用变量分别为 x(t) 和 u(t)。由此得到了

QIF 网络的 N 膜电位方程和两个突触方程，如方程式

所示 (3)。对于考虑单神经元水平上 STP的平均场近似，

3
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我们参考 [43]。

V̇i = V 2
i + ηi + Juxr + I1(t)

ẋ =
1− x

τd
− uxr

u̇ =
U0 − u

τf
+ U0(1− u)r

当种群发射率 r增加时，QIF网络的资源量 x减少，同
时，利用率 u 增加。这两个量都进入有效突触重量点。
在方程式中给出的扩展系统 (4)，以下称为 STP神经质
量 (NMSTP)，表示了方程 (3)中给出的 QIF网络的精确
平均场极限。状态变量为放电率 r、平均膜电位 v、资源
量 x和利用因子 u。

ṙ =
∆

π
+ 2rv

v̇ = v2 − (πr)2 + Juxr + η̄ + I1(t)

ẋ =
1− x

τd
− uxr

u̇ =
U0 − u

τf
+ U0(1− u)r

尽管事实是，方程式 (4)系统已经通过 τd 和 τf 拥有多

个时间尺度，在存在慢周期驱动的情况下，系统将在整

个问题的最快时间尺度上演化。然而，正如我们稍后将

讨论的，NMSTP固有的时间尺度分离是微妙的，在状
态空间中到处都不能观察到。然而，它对从阈下 (非爆
发)行为到破裂的转变有重大影响 (参见 5.2和 6.3)。

C 恒定强迫下的动力学型 [Dynamics under
constant forcing]

大多数用于方程式 (4)的参数值将保持固定，如果
没有不同的说明，在表 1中给出。注意，时间单位由膜
的时间常数 τm 给出。有关数值方法的更多细节，我们

请参阅附录 A。
表 1参数及其值，如果没有不同的说明，在整个工

作中是固定的

Symbol Description Value
∆ Width of Lorentzian 0.5
η̄ Centre of Lorentzian -1.7
J Synaptic weight 30
U0 Baseline utilization 0.1
τm Membrane time constant 20 ms

τd Depression timescale 200 ms/τm

τf Facilitation timescale 1500 ms/τm

我们将使用上述参数值，概述在恒流 I1(t) = const.

存在下的不同动态状态。在图 2a中显示了所得到的分
岔图。

扩展的模型方程式 (4)即使没有时间依赖性的强迫

(I1(t) = const.)，也能由于可塑性突触而产生周期性的
振荡，如第 2.2节所述。它们的存在取决于参数值的精
确选择，其中一个重要的选择是由 η̄ + I1 给出的总非

突触电流。极限环可以通过过多的分岔情况而产生。在

这里，我们考虑在将 I1 作为分岔参数后，出现亚临界

Hopf分岔的情况，从而产生稳定的振荡行为 (见图 2)。
对于电流 I1 ≈ 0.25，我们发现在低发射率下存在稳

定节点平衡的一个分支。该分支发展成一个焦点家族，

并通过一个亚临界Hopf分岔 (HL)，然后在FL和FU(黑
点)的两个鞍节点 (折叠)分岔而不稳定，其中Fk = (rk, vk, xk, uk, Ik) , k ∈
{L,U}，表示分岔的平衡值和参数值。这些褶皱也可以
在没有 STP的情况下发现，在这种情况下，上分支是稳
定的。然而，在图 2a中，不稳定性一直持续到整个 s形
曲线上，直到上超临界 Hopf分岔 (HU)。亚临界 Hopf
分岔 (HL)产生了一系列不稳定的极限环，它经历了一

个极限环的折叠分岔，从而产生了稳定的周期解。

其中一个轨迹 (rk, vk, xk, uk, Ik) 如图 2b-f 作为时
间的函数表示。将其叠加到通过模拟由方程式 (3)控制
的 QIF网络计算出的相应变量上。由 N=100000个神经
元组成。对于这个网络，发射率是通过时间的装箱来估

计的，即通过计算宽度为 δt = 10−2的每个时间装箱的

峰值数。网络的平均膜电位读数为 v(t) = 1/N
∑N

j=1 Vj(t)。

驱动这种振荡的主要机制是所谓的种群爆发和随

之而来的突触抑制和促进作用之间的相互作用。在微观

尺度上，种群爆发通过整个网络中的峰值级联发出，从

而导致突触的促进，进一步利用放电活动；见图 2b，c，
f。随之而来的抑郁抑制了活动，但在时间尺度 τd上恢

复，允许种群以周期性的方式爆发。

值得注意的是，在图 2a的插图中所示的 I1(t)-区间
中，我们发现了平衡环和极限环之间的双稳定性。因此，

我们可以预测，一个时间变化的慢电流 I1(t)，在该区域

演化，将导致从平衡分支到稳定极限环的动态过渡，从

而导致破裂。这个确切的例子可以在图 1中找到。
总的来说，与没有 STP的 QIF网络和原始MPR模

型的无极限环存在相比，STP在平衡和环之间产生双稳
定性。在参考文献中 [5]一个缓慢的周期电流导致了网
络中宏观弛豫型振荡的出现。我们想研究 STP 的存在
如何影响系统对这种输入的响应。QIF网络的模拟在计
算上比较困难。然而，QIF网络结果和图 2b-f中描述的
NMSTP的预期一致性证明了仅使用 NMSTP进行即将
进行的分析。我们将回到 NMSTP动力学对第 7部分网
络的含义。
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II 具有突触动力学的下一代神经质量模型 [A next-generation neural mass model with synaptic dynamics]

图 3: 整个系统的典型解 γ0(t)到 γ4(t)：周期强迫电流 I1(t)和 b发射率 r(t)与时间 t的关系。相同的轨迹叠加在
r− I1的非强迫系统的分岔图上。在 (c1)中，蓝色轨迹在稳定平衡分支附近向较大的 I1值演化，并在 Hopf分支
HL附近返回。(c2)中的轨迹 γ3(t)在到达后向更大的 I1值移动上不稳定平衡分支向上到一个最大值，由强迫振
幅给出，然后再次跟随该分支向下向更小的 I1值移动。请注意，在 (3)列中，发射率轴比例比 (1, 2)列中的值大。
参数值如下：ε = 10−5; γ0 : A ≈ 0.2487; γ1A ≈ 0.2507；γ1到 γ3：按指数递增顺序接近 γ4 : ε = 10−3, A ≈ 0.2553。
(彩色图形在线版)

图 4: 慢速解剖和临界流形：整个系统的解 γ0(t)到叠加在临界流形 S0 上的 γ4(t)。这些参数值与图 3中的参数
值相同。(彩色图形在线版)

D 慢周期强迫下的动力学 [Dynamics under
slow periodic forcing]

由于之前在恒定强迫系统中的观察结果，我们将

通过外部电流 I1 在模型中引入一个慢周期驱动。我们

强加于它周期性地演化，其时间尺度比神经质量的最

慢时间尺度要大得多，即促进衰减时间 τf。为了保持

在一个总体框架，I1(t) 将正弦，由 I1(t) = A sin(εt)，

周期 T = 2π
ε � τf 和振幅 A 在这个工作我们设置

τf = 1500 ms/τm = 75，因此强迫之间的分离和最慢的

快速子系统的内在时间尺度计算为 τf/T = ε τf
2π ≈ 10ε。

通过选择 I1显式地依赖于时间，系统用方程式 (4)
给出变成非自治的。这反过来也伴随着应用慢速解剖的
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III 慢周期强迫下的动力学 [ Slow–fast framework and state of the art]

图 5: 折叠鞍形和跳跃形：r−I2投影中的临界流形 S0S0
与慢流叠加 [绿色箭头，见方程式 (17)].黑点 p0(不稳定
焦点)、p1(鞍点)、p2(中心)表示 DRS方程 (19)的平衡
点。点 p1 表示折叠鞍平衡，相关的稳定 (不稳定)特征
方向由沿慢流的实心 (虚线)箭头表示。橙色曲线MFS

表示 p1 的稳定和不稳定流形，通过 p1 形成异斜连接。
(b) S0 在 (I1, I2, r)-空间。曲线 γ2(t)和 γ3(t)是整个系
统的解。对象 p1, p2和MFS依赖于 A的选择，这里它
们对应于用于获得 γ3(t)的值。其他参数值如图 3和 4
所示。(彩色图形在线版)

障碍。因此，为了检索一个自治系统，引入了第二个强

迫变量 I2。(I1, I2)的动力学遵循 Hopf正态形式，如下
所示。

İ1 = εg1 (I1, I2) = ε
[
I1
(
a− I21 − I22

)
+ I2

]
İ2 = εg2 (I1, I2) = ε

[
I2
(
a− I21 − I22

)
− I1

]
在 a = 0 处的 Hopf 分岔产生了形式为 (I1, I2) = A ·
(sin εt, cos εt)的稳定极限环，振幅为 A =

√
a，角频率

为 ε，以下称为强迫循环。为了确保明确定义的 I1(t) =

A sin(εt)和由Hopf形式方程生 (5)成的的等价性。初始
条件 ((I1 (t0) , I2 (t0))将位于 (I1, I2) = A·(sin εt, cos εt)
上。整个系统在缓慢的外力作用下由 NMSTP给出，即
方程式 (4)和 (5)。

为了理解这种缓慢强迫的影响，将整个问题的解叠

加在非强迫系统的 r 与 I1 分岔图上是有利的，这是由

Rinzel[32–34]引入的慢-快速解剖的核心。图 3a1-c1显
示了一个纯慢轨迹的例子，并标记为 γ0(t)。在面板 (b1),
中所示的发射速率 r(t)，按照与面板 (a1)中的强迫 I1(t)

相同的模式增加和减少。此外，在 r− I1投影中，所示

(c1)，很明显，动力学发生在非强迫系统的平衡分支附
近。强迫引入了一个漂移平衡的速度足够慢，可以跟随

在分支的 O(ε)附近的动力学。
虽然这个例子可以被理解为一个准静态运动，但在

图 3的第 2列和第 3列中，更复杂的解 γ1(t)到 γ4(t)分

别表现出鸭嘴动力学和爆发。需要进行更严格的分析，

图 6: 折叠鞍和跳跃支架：I1 − v − r空间中的 S0S0(绿
色曲线)。灰色表面Mrv 由 r = − ∆

2πv 定义。曲线 γ∗
2,3

是整个系统的解，它们在 S0表上的跳跃点 γ2,3(t)用点
标记。参数值如图 5所示。(彩色图形在线版)

包括对模型的慢速解剖。在下一节中，将介绍一个可以

处理时间尺度分离问题的通用框架，并将其应用于NM-
STP。

III 慢周期强迫下的动力学 [ Slow–
fast framework and state of the
art]
慢速-快速系统的动力学可以用快速变量 Xf(t) ∈

Rk 和慢速变量Xs(t) ∈ Rl 来考虑。它们的动力学由方

程中给出的微分方程 (6)控制，在这里被称为全系统。

Ẋf = F (Xf ,Xs)

Ẋs = εG (Xf ,Xs)

具有快速时间参数化 t(超点表示关于 t的微分)，F (Xf ,Xs) :

Rk× Rl → Rk和G (Xf ,Xs) : Rk×Rl → Rl。这里，时

间尺度的分离反映在一个小参数 0 < ε � 1的.上我们
将把这种类型的系统称为 k-fast l-slow系统。

在方程式中得到了全系统的一个不同的公式 (7)通
过参数化它 τ := εt，

εX′
f = F (Xf ,Xs)

X′
s = G (Xf ,Xs) .

关于慢时间 τ 的导数记为 (−)
′
:= d/dτ (_) = 1

ε

(
Ċ−

)
。

这两个表示方程式 (6)和方程式 (7)是等价的，但它们
允许以不同的方式利用慢-快系统的前提，即由一个小
的 ε值给出的时间尺度分离。考虑奇异极限 ε = 0，并

考虑快时间参数化和慢时间参数化是很自然的。一个得

到两个不同的子系统，它们代表了整个系统的慢和快速
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IV 模型的快慢解剖 [Slow–fast dissection of the model]

动力学的解剖。

在第一种情况下，我们得到了快速子系统的方程式

(8)。这个极限可以用来理解整个系统的动力学，其中Xf

的快速演化和结果在下面的 k + l中，其中 l是微不足

道的：

Ẋf = F (Xf ,Xs)

Ẋs = 0

事实上，慢变量Xs的动态是微不足道的，它们的

值不会随时间变化。事实上，它们可以被视为进入 Xf

动力学的参数。

第二个限制是 ε→ 0，现在在慢速时间内完成参数

化方程式 (7)，产生慢速子系统，即：

0 = F (Xf ,Xs)

X′
s = G (Xf ,Xs) .

公式 (9)也被称为简化系统，它由一个微分代数系统表
示，其中慢变量的动力学相对于整个系统保持不变，并

由X′
s = G (Xf ,Xs)控制。快速变量的动力学另一方面

则隐藏在 k个代数约束等式中 (9a).它们定义了临界流
形：

S0 = {(Xf ,Xs) | F (Xf ,Xs) = 0}

通常是嵌入 R(k+l) 中的 l维流形。

在慢子系统中，快变量的动力学属于慢变量，它们

的关系由临界流形方程给出，该方程定义了这个极限问

题的状态空间：慢子系统的运动发生在 S0上。同时 S0

的时间点对应于快速子系统的平衡，从方程等式可以看

出 (8a). 通过在不同子系统的特定点上的解，可以构造
奇异轨道。它们是由慢段和快段串联产生的轨迹，其动

力学由各自的子系统决定。

具有该方程式类型的系统 (6)的解。慢段和快段都
是奇异轨道的 ϵ扰动，而典型的慢-快周期是松弛的。这
些循环在参数空间中出现的方式是相当奇特的，并涉及

到著名的经典解，我们在下面的经典范德波尔 (VdP)系
统的背景下简要回顾一下。

A 范德波尔振荡器中的经典案例 [Classical
canards in the van der Pol oscillator]

具有 0 < ε � 1的 VdP系统显示了各种动态状态，
从一个稳定的平衡分支，通过 Hopf循环和分支，到弛
豫振荡。亚阈状态，即稳定平衡的分支，终止于超临界

Hopf分岔，在此处产生稳定的小 Hopf周期。这些循环
还不是弛豫类型的，只存在于距离 Hopf 点的 O(ε) 距

离上。在此区域之后是一个指数较窄的参数区间，当参

数变化时，轨道以爆炸性的方式增长。这种现象被称为

鸭嘴爆炸 [45]，相关的鸭嘴将小 Hopf循环与弛豫振荡
[46]分离。它们在 S0 的一个击退分支附近进化了一段

时间，然后跳到其中一个吸引人的分支上。可以区分两

种类型的鸭，有头和没有头。在鸭式爆炸之后，一个广

泛的弛豫振荡跟随并终止于第二次 (超临界)Hopf分岔。

环面和混合型 [Torus and mixed-type
canards]

术语 canard不限于发生在 (或在)吸引和排斥流形
附近的动力学，这代表平衡。一般来说，它是指在与快

速子系统相关的吸引和排斥不变集附近演化的任何类

型的解。这些不变集可以对应平衡点，也可以对应极限

环。根据这个定义，在椭圆爆发器 [47]中可以找到一种
特殊类型的鸭嘴，它需要至少一个 2快 1慢速系统。在
这里，由于亚临界 hopf分岔 (在快速子系统中)，产生不
稳定的极限环，通过环的折叠分叉稳定。Hopf分岔引发
了爆发，而循环的折叠则标志着它们的终止。通常在椭

圆突发事件中，全动力学遵循快速子系统的稳定极限环

族。然而，所谓的环面鸭鸭可以找到足够小的 ϵ[48,49]。
它们描述了轨道遵循一个稳定的快速子系统循环家族，

并切换到经过折叠的不稳定的循环。关于不同类型的卡

片的概述，我们参考了 [50]。
经典鸭和环面鸭的混合，称为混合类型鸭，在 [51]

被报道。它们描述了在平衡和极限环分支附近花费时间

的轨迹，因此可以看作是经典卡和环面卡的混合。这些

解的部分在不稳定平衡点附近发展，并连接到快速子系

统的不稳定极限环。这些最后类型的鸭是在爆裂系统中

发现的，在单细胞和种群水平的神经活动建模中无处不

在。

下面，为了了解在缓慢强迫下 NMSTP中鸭鸭的出
现和破裂，即方程式 (4)和 (5)，我们将在慢速框架内处理
这个问题。此外，一种被称为设计线化简化系统 (DRS)
的辅助系统的引入，揭示了所谓的折叠鞍奇点的存在是

导致裂缝出现的原因，并对爆破轨迹的形成有影响。

IV 模型的快慢解剖 [Slow–fast
dissection of the model]
我们将开始系统地研究整个系统，将其分解为一个

慢速子系统。完整的问题代表了一个具有Xf = (r, v, x, u)

和Xs = (I1, I2)的 4快 2慢速系统。它们的动力学由右
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IV 模型的快慢解剖 [Slow–fast dissection of the model]

图 7: 破裂的出现：整个系统的分岔图。黑色曲线表示周期解族的 L2 范数与强迫振幅 a的关系。蓝点表示峰值
ns的数量，定义为其中 r(t) > 0.21的局部极大值。虚线位于 A = A∗。b叠加在快速子系统分叉图上的 r− I1投
影中的解 (r(t), v(t), x(t), v(t), I1(t), I2(t))。插图及时地显示了解决方案。在 (I1, I2, r)空间 (c)和 (I1, v, x)空间
(d)中，与 (b)和临界流形 S0 中相同的解在 (d)吸引 (击退)表中 S0 显示为绿色实线 (虚线)；橙色表面 (线框)表
示快速子系统的稳定 (不稳定)极限环的族 (列 (b)中的橙色分支)。请注意，这里的 x轴是倒置的。在 (b)中，黑
点表示 FL和 FU，橙色的点表示HL，而在 (c)中的黑点表示折叠的奇异点 p1，假设为 A = A∗。导致 ns的尖峰
用蓝点标记。红色虚线曲线显示了上面面板的解决方案。(b-d)中的 A值从上到下，在 A∗附近按递增顺序递增。
在 ε = 10−3 上获得的全系统解决方案。(彩色图形在线版)

侧 F (Xf ,Xs)和G (Xs)控制，回顾如下：

F (Xf ,Xs) =


∆
π + 2rv

v2 + Juxr − (πr)2 + I1

(1− x)/τd − uxr

(U0 − u) /τf + U0(1− u)r


G (Xs) = ε

(
g1 (I1, I2)

g2 (I1, I2)

)

= ε

( (
I1
(
a− I21 − I22

)
+ I2

)(
I2
(
a− I21 − I22

)
− I1

) ) .

快速子系统的平衡分支，如图 2a所示，通过
{
Xf | Ẋf = 0

}
定义，以慢变量坐标作为分岔参数。这自然与等式 (13)

的定义相一致的临界流形 S0，

F (Xf ,Xs) = 0.

因此，我们已经可以推断出 S0 的形状。它对应于笛卡

尔积 S∗ × {I2 | I2 ∈ R}，其中 S∗表示快速子系统平衡

点的 S形分支，在等式 (14)中给出,

S∗ := {(r, v, x, u, I1) | F (Xf ,Xs) = 0} .

因此，相关的折叠集 F 有两个一维连接组件，即
两行 FU := {FU} × {I2 | I2 ∈ R} 和 FL := {FL} ×
{I2 | I2 ∈ R}。这意味着这两条折叠线被 I2 参数化了。

这两条 S0 沿 FL 和 FU 的折线，如图 4 所示，以及
I1− I2− r投影中的临界流形 S0和图 3中的轨迹 γ0(t)
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IV 模型的快慢解剖 [Slow–fast dissection of the model]

图 8: 破裂的出现：图 7(d3)的扩大。(I1, v, x)空间中的
临界流形，具有吸引 (排斥)S0片，显示为绿色实线 (虚
线)；；橙色表面 (线框)表示快速子系统的稳定 (不稳定)
极限环族，来自下 Hopf分岔HL(橙色点)。蓝色和红色
的曲线显示了整个系统在鸭嘴爆炸附近的解。蓝色轨
迹的强迫振幅 (A ≈ 0.25531851417)比红色轨迹的强迫
振幅 (A ≈ 0.2553185136)，两者都在 A∗ 处指数接近鸭
式爆炸。为 ε = 10−3获得的解决方案。(彩色图形在线
版)

到 γ4(t)。

A 奇异动力学：快子系统 [Singular
dynamics: fast subsystem]

本质上，由于 S0由快速子系统平衡组成，图 2a中
的分岔图是 S0 在 I1 − r平面上的投影，我们可以将快

速子系统的局部稳定性与临界流形联系起来。图 2a中
平衡分支的稳定 (不稳定) 部分将成为临界流形的吸引
(排斥)片。这一特性可以看作是整个系统中快速流动的
一个指标，远离 S0。在这里，快速动力学占主导地位，

(r, v, x, u) 将被相应地排斥和吸引。由 HL := {HL} ×
{I2‖I2 ∈ R}和HU := {HU}×{I2‖I2 ∈ R}给出的Hopf
分岔集的稳定性变化。在本章中，S0 的吸引 (排斥)部
分被标记为绿色 (浅绿色)表面，如图 4所示。

我们已经可以利用这一点来进一步研究整个系统

的动态。首先，图 4a1中的 γ0(t)完全在临界流形 S0的

较低吸引片附近演化。这意味着动力学是纯粹缓慢的，

并且在近似接近 S0。对于 γ1(t)，我们看到典型的鸭式

动力学，因为它跟随 S0 的中间排斥部分一段时间，然

后跳到底部吸引片。此外，图 4a2中的 γ2(t)类似于头

部鸭的行为。然而，而在 VdP系统中，快速子系统的上
部分支是吸引，我们发现同样的行为，但有一个排斥上

面的 S0。我们将把这个令人惊讶的整个系统的解决方

案称为跳跃鸭嘴。类似地，γ3(t) 显示了一个跳转到上

面的片，但没有沿中间片的鸭嘴段。最后，图 4a3中的

破裂溶液 γ4(t) 沿 S0 的底部片有分段，在穿过临界流

形 S0并开始破裂之前，沿排斥中间片显示一个短鸭段。

为了了解鸭、跳鸭和爆裂的出现，我们将在下面对慢子

系统进行分析。

B 奇异动力学：慢子系统 [Singular
dynamics: slow subsystem]

慢流形 [Slow flow]

通过研究临界流形 S0 上的慢流问题，我们进一步

利用了该解剖方法。在慢子系统方程中。(9) 将状态空
间简化为 S0，用等式 (13)中的四个代数条件来描述，其
解取决于慢变量 I1 进入膜电位方程。这个极限中的状

态变量受到描述它们在 S0上的动态的慢流 (X′
f ,X

′
s)的

影响。对于Xs = (I1, I2)，这是通过Hopf正规形式等式
显式给出的 (12).然而，对于快速变量Xf = (r, v, x, u)，

代数约束隐式地定义了Xf 和X′
f。在这种情况下，流量

可以通过取等式 (9a) 的总 (慢) 时间导数来得到，如在
等式 (15)中所示,

0 =
d

dτ
F (Xf(τ),Xs(τ)) =

∂F

∂Xf

dXf

dτ
+

∂F

∂Xs

dXs

dτ
,

其中，∂(·)/∂a是 (·)的相对于 a的雅可比矩阵。如果雅

可比矩阵 ∂F/∂Xf 是可逆的，即 det (∂F/∂Xf) 6= 0，则

可以计算出Xf 的慢流，并得到等式 (16),
dXf

dτ
≡ X′

f = −
(

∂F

∂Xf

)−1(
∂F

∂Xs
X′

s

)
这种慢流只在 S0上定义，并表示一个捕获流形上Xf 和

Xs 动力学的 ode系统。
在神经质量的特殊情况下，我们有Xf = (r, v, x, u),Xs =

(I1, I2) 和 F,G 在方程式 (11) 和 (12) 中给出，分别为
Xf 在 S0上的值是通过代数条件等式 (13)来确定的，它
将快速变量彼此和 I1。给定 r, v, x或 u，其他分量可以

直接计算。换句话说，只要考虑一个快变量的慢流，这

里是 r，来理解慢动力学。考虑到这一点，我们最终得
到了方程式 (17)中给出的慢流 (r′, I ′1, I

′
2)。

r′ = g1 (I1, I2)Ar (1 + ruτd) (1 + rU0τf) /D

I ′1 = g1 (I1, I2)

I ′2 = g2 (I1, I2)

我们可以看到分母D的相关性，在等式 (18)中给出，通
过注意到D = 0定义了 S0的折叠集，其中快速子系统

雅可比矩阵 ∂F/∂Xf 是奇异的：

D = 2
[
(πr)2 + v2

]
(rτdu+ 1) (rτfU0 + 1)

− Jxr (rτfU0 + u) .

快速子系统的鞍节点分叉具有相同的条件 det (∂F/∂Xf) =，

9



IV 模型的快慢解剖 [Slow–fast dissection of the model]

图 9: 爆破解和鸭解：分岔图显示了整个系统的解族，根据 L2-范数与已移位的强迫振幅 A−A∗。对于所有分支
机构 (br.)除了 br.4。A∗表示鸭爆炸的位置。为 br. 4。另一方面，它标志着由于准确性不足而终止了延续。有两
种类型的解族：一种是从阈下振荡到爆发的连续过渡 (红色曲线)，另一种是从阈下振荡过渡到跳跳的鸭式动力
学 (青色曲线)。Br.4和 5有相同的 ε ≈ 2.667521298× 10−4。(彩色图形在线版)

相当于图 4所示的折叠曲线 FL 和 FU。因此，慢流沿

着这些线是未细化的，慢子系统不能描述慢动力学。例

如，这与图 3和 4中的鸭轨迹 γ1(t)和 γ2(t)相关，它们

横向投影到 (r, I2)平面上，穿过 FL

奇异化 [Desingularization]

这种限制可以通过引入辅助系统和设计方程 (17)
来缓解。通过应用非线性时间调整 τ 7→ D · τ。得到了
方程 (19)中给出的目标化简化系统 (DRS)。与 τ̂ := Dτ

一起使用：

dr

dτ̂
= g1 (I1, I2)Ar (1 + ruτd) (1 + rU0τf)

dI1
dτ̂

= g1 (I1, I2) ·D

dI2
dτ̂

= g2 (I1, I2) ·D.

DRS得益于奇点被解决的事实，允许研究在 FL 和 FU

折叠线附近和线上的缓慢动力学。同时引入了满足D =

0的新平衡点。此外，由于采用了非线性时间重新缩放，

流动方向没有保留。在折叠曲线上，当D = 0时，D的
符号发生变化。因此，在 FL和 FU之间，即在 S0的中

间片材上，DRS的流动与慢流相反。
用慢流方程式可以很容易地理解完全保持在同一

S0 片上的慢轨迹。(17). 鸭鸭轨道在吸引和排斥 S0 片

上演化，因此需要观察褶皱附近的动力学。为此，我们

将进行决定 DRS方程式 (19)的平衡点。在下文中，并

分析了它们的不变流形。满足 D = 0的 DRS的平衡点
必然与 S0的折叠重合。正如我们将在下一节中展示的，

这就产生了所谓的折叠奇点。

奇异化 [鞍点和同宿轨道]

最多三个焦点均衡位于 p1 = (I1, I2, r) = (0, 0, rk)，

其中 rk 是给定的 S0(I1, I2) = (0, 0)的点。在这项工作

中，我们将保持在只有一个平衡 p0 = (0, 0, r0)。这一

点是慢流方程 (17) 的唯一平衡点。在 DRS 中 (方程式
(19))然而，条件 {g1 (I1, I2) = 0, D = 0}产生额外的固
定点 p1 和 p2 位于折叠点。

DRS 的三个平衡点在 r − I2 投影的 S0 上如图 5a
所示。在整个系统中，对于足够小的 A和 ε,解靠近底
部，吸引 S0。当振幅增加时，这些周期可以通过非常接

近 p1，并开始跟随中间，排斥片。理解这种鸭式动力学

的一种方法是利用 DRS 中 pk 的属性以及它们在慢子

系统中的作用。

p0位于 S0的底部，来自方程 (5)中给出的 Hopf形
式。并且是在 (I1, I2) = (0, 0)上的一个不稳定的焦点。

另一方面，p2位于上折叠线 FU 上，表示一个中心，即

它具有纯虚的复共轭特征值。平衡 p1可以在下折线 FL

上找到，为鞍型。在特定值为 a时，即当强迫循环与 p1

相交时，一个 8形双同斜连接MFS =ML
FS ∪MU

FS 形

成，由两部分组成，通过 p1连接；见图 5a、b中的橙色
曲线。连接ML

FS位于下表上，而MU
FS跨越 S0的中间
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V 全系统动力学：超越奇异轨道和经典鸭解 [Full system dynamics: beyond singular orbits and classical canards]

图 10: 在 QIF 网络中爆发：a 分岔图显示了整个神经
质量系统的周期轨道家族，根据 L2l 范数与强迫振幅
A−A∗。它对应于 br。图 9中的 2。黑色虚线分别表示
A = 0.265和 A = 0.270。b，c整个系统的轨迹 (红色)叠
加在模拟 QIF网络方程式得到的结果上。(3)N=100,000
个神经元，并存在正弦强迫 I1(t) = A sin(εt)。在 (b1、
c1)中，强迫振幅由A = 0.265表示；在 (b2、c2)中，由A
= 0.270表示。第 (b)行以 x(t)与时间 t表示解的时间序
列。在第 (c)行中，它们与临界流形一起显示在 (I1, v, x)
空间 S0中，吸引 (排斥)片作为实心 (虚线)绿色线，以
及快速子系统的不变流形 P(橙色线框和曲面)。橙色的
点表示 HL，黑色的点表示 FL 和 FU。x轴在 (c)中是
倒置的

和上页。它们分别围绕不稳定焦点 p0 和中心 p2 旋转，

是 p1 的稳定流形和不稳定流形。

点 p2, p1，特别是与 p1相关的不变流形，对慢子系

统起着重要的作用。由于 S0中间片上的负号D < 0，慢

流相对于 DRS相反。因此，DRS鞍座 p1 和中心 p2 成

为慢速子系统的折叠奇点。这些折叠的鞍座 (p1)和折叠
的中心 (p2)不是慢流的平衡点。然而，对于缓慢的动力
学，它们对动力学的影响与已展开的对应物相似，但在

FL和 FU之间存在反向流动方向的关键差异。因此，折
叠的鞍座 p1 对沿MFS 的慢子系统的动力学有显著影

响，如下所述。

(i)首先，在MFS 上演化的 DRS的轨迹必然从稳
定特征向量的方向渐近接近 p1，但永远不能通过鞍座。

(ii)然而，在慢速子系统中，折叠的鞍座 p1允许沿

着这个方向通过。下面的FL轨迹被 p1吸引，上面被 p1

排斥。

(iii)DRS的双同斜连接MFS 在慢子系统中被称为

折叠的同斜连接。对于这个解决方案，通过 p1 的轨迹

发生在有限时间 [52]。
(iv)使用相同类型的参数，由于慢流方向的逆转，折

叠中心 p2周围的不变流形MU
FS在与FU的两个交叉口

处断开。在MU
FS上的慢速子系统的解决方案不能跨越

这条线。

由于先前的属性 (i)-(iv) 和给定一个特定的 a 值的
存在，它沿着折叠线 FL以下演化，并延伸，同时保持

在 S0上，超过折叠鞍 p1，直到上折叠 FU。这个慢子系

统的解决方案代表了整个问题上下文中的一个警告段。

更具体地说，它与下面介绍的最大标准相关联。

奇异鸭解轨道 [Singular canard orbits]

对于奇异轨道的构造，我们再次注意到 S0 的中间

层是排斥的，而底部的片是吸引的。因此，在快速子系统

中存在从中间片出现并连接到底部片的连续快速段。这

类快速轨道与 MFS 和上面描述的奇异轨道发生碰撞。
因此，通过将 S0 中间片上任意位置的奇异圆标与快速

线段合并，可以构造无限多个奇异轨道。

这些奇异轨道在 S0 的底片上演化，继续穿过折叠

鞍 p1，同时沿着折叠的同斜方向，以坐标 r的角度以不
同的高度跳跃。图中是完整的系统解决方案 γ1。图 3和
4显示了这种类型的动态。奇异鸭轨道，因此也是奇异
鸭轨道族，最多可以到达上折叠线 FU。这里的慢流是
未定义的，状态空间减少到 S0 不能描述动力学。由于

p2 的折叠特性，MU
FS 在与 FU 相交处断开，这也反映

了这一点；见 (iv)。到此为止的奇异轨道轨道是最大轨
道。

V 全系统动力学：超越奇异轨道和经
典鸭解 [Full system dynamics:
beyond singular orbits and
classical canards]
解 γ0(t)到 γ4(t)是 ε > 0的数值计算结果。因此，

它们的慢段不是在上进化，而是在 S0 的 O(ϵ) 附近进

化。这在某种程度上是对芬尼切尔的 [53]理论的暗示。
对于 0 < ε � 1，如果 S0 通常是双曲的，那么它保证

了一个慢流形 Sε 的存在，即在一个 O(ε)邻域中 S0 的

存在 (见下文)。此外，Sε在全流条件下是局部不变的系

统。该定理还表明，与 S0 相关的稳定流形和不稳定流
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V 全系统动力学：超越奇异轨道和经典鸭解 [Full system dynamics: beyond singular orbits and classical canards]

形持续为 O(ε)扰动。换句话说，Sε上的流动可以看作

是对 S0上流动的扰动；而垂直于 S0的流量是对快速子

系统流量的扰动。对于正常的双曲临界流形，我们可以

推导出 ε的奇异轨道持续存在，并扰动到一个 O(ε)邻
域。

正规双曲性要求雅可比矩阵 (∂F/∂Xf)|S0
的所有

特征值都具有非零实部 [54]。因此，该定理不能应用于
FL和 FU，因为它们描述了鞍节点分岔的线。然而，我

们可以分别考虑三张 S0，每一张都是折叠的O(ε)邻域。
由此我们可以得出结论，ε > 0在 S0附近的慢段持续存

在，包括鸭形溶液中的排斥段，直到接近褶皱。费尼切

尔的理论并不包括这些片段之间是否存在联系。然而，

γ1(t)到 γ3(t)在数值上例证了这样的连接：靠近 S0底

部的段连接到靠近中间底部的段。对非双曲点附近的这

些连接的详细处理，超出了这项工作的范围。对于更严

格的方法，我们参考非标准分析 [46]，匹配渐近 [55]和
所谓的爆破技术 [56]。利用这些先进的方法，可以证明
不同长度的鸭段轨道在不同的指数窄范围内发生不同

参数值的扰动，从而导致整个系统中的鸭段爆炸。

A 跳跃鸭解 [Jump-on canards]

与菲尼切尔定理相关的奇异鸭轨道的构造解释了

图 3 和 4 中 γ1(t) 的动力学。其中强迫振幅 A 大到足
以超过较低的 Hopf 分岔 HL 和较低的褶皱 FL。无头

鸭，像这样，有一个跳到底部的分支。慢速系统也可能

有头部的解决方案。它们通常出现在有两个折叠的系统

中：第一个是不稳定的，第二个是稳定分支的。头部跳

到这个稳定的上部。在具有一维或二维 s型临界流形的
三维系统中，上薄片在上褶皱附近通常是不稳定的，从

而防止了头状翼板的存在。相反，通过最大的警告，快

速振荡与极限环的存在有关，导致破裂解；见第 6节。
图 3 和 4 中的轨迹 γ2(t)。具有头鸭的特征动力

学。然而，由于各种原因，它是很特殊的。首先，我们可

以将这种类型的动力学归类为跳跃鸭嘴，因为轨迹 (在
快速跳跃之后)落在一个看似令人排斥的慢流形上。此
外，跳跃动态可以发生在一个规则的鸭嘴动脉段之后，

如 γ2(t) 或独立于它，如 γ3(t)。事实上，后一种类型

的轨迹类似于松弛振荡，就像在 VdP中一样，尽管 S0

的上薄片被排斥。这还有一个额外的结果：对于足够小

的 ε，从阈下振荡到爆发的连续过渡被跳板阻止。事实

上，除了弛豫振荡之外的快速振荡在最大标准之外是新

的和意想不到的现象。在下面，我们将讨论这些解决方

案是如何出现的。在 6.3节中详细讨论了它们对破裂路
线的影响。

两种解决方案 γ2(t)和 γ3(t)如图 5b和 6所示。使
用了两种不同的投影。它们举例说明了两种类型的跳转

跳板，它们有一种共同的方法来消除快速子系统的全局

均衡。青色溶液 γ3(t)表示一个不与折叠鞍 p1相互作用

的轨道。它在 S0的下薄层上缓慢演化，穿过 Hopf分岔
HL的曲线，到达慢子系统奇异的下折叠曲线 FL。快速

动态开始发挥作用，预期动态将接近快速子系统的吸引

子。对于曲线脱离 S0的所考虑的 I1值，这种吸引子仅

是图 2a中所示的稳定极限环。青色轨迹不是进入一个
爆发周期，而是接近不稳定平衡的上分支。一旦它跳到

S0，慢子系统重新成为一个有效的极限，曲线保持在 S0

上，直到它到达 FU，在那里它跳到稳定的片。

在第二种情况下，图 5b和 6中的 γ2(t)。轨道有一

个鸭式段，从排斥的中间片跳到 S0 的排斥的上片。与

之前的情况类似，它在 S0 上演化，直到 FU 并最终跳

下来。全局运动与 VdP中带头部的鸭式运动相同。
必须理解这些奇异循环的多个元素。首先，这两种

情况都有一个相似的共同点，即在 S0 的上表上。它们

可以用简化的问题方程式 (9) 的解来近似。并由 p2 的

存在来加强，轨迹围绕着 p2发展。由于中心 p2是折叠

的，因此不可能围绕它进行完全旋转，而慢速部分终止

于FU，在那里慢速流是不确定的。在这里，轨迹可以连

接到一个从 FU到 S0的快速位。在这部分之后，S0上

的动力学再次受到慢子系统的控制，根据强迫振幅 A，
两个轨道走不同的路径。溶液 γ3(t)穿过远离 p1的 FL，

吸引片上的慢段停止；γ2(t)穿过 p1附近，在跳跃发生

之前表现出鸭式动力学。轨道的这些部分完全在慢速子

系统的范围内被描述。

B 嵌套时间尺度分离 [Nested timescale
separation]

理解将 γ2(t)和 γ3(t)引向 S0的排斥表的剩余部分

需要进行更详细的分析。这两种情况的机制是相同的，

我们将在下面进行讨论。由于这些轨道碎片在快速时间

尺度上演化，我们在图 6中展示了 I1vr 空间中曲线的

可视化。在这个投影中，临界流形 S0 显示为绿色曲线

r(I1)、v(I1)，吸引 (排斥)部分显示为实线 (虚线)。在奇
异极限下，跳跃鸭式解 γ2(t)和 γ3(t)的跳跃点 γ∗

2,3 =

(r∗2,3, v
∗
2,3, x

∗
2,3, u

∗
2,3)，以图 6中的红色和青色点标记为

鞍焦点。动力学的线性化揭示了在跳跃点附近的一个弱

吸引方向和强吸引方向，以及一个具有复共轭特征值的

排斥方向。这表明有一个二维稳定的流形导致 γ∗
2,3。我

们将进一步简化这个问题，注意到跳跃跳板的整个动力

学发生在等式中定义的表面Mrv 附近 (20)，通过在等
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VI 向破裂的缓慢-快速的过渡：一个关于两条路线的故事 [Slow-fast transition to bursting: a tale of two routes]

式 (4a)中设置 ṙ = 0得到。一方面，对于曲线的慢段，这

种观察是预期的，因为根据定义，这个条件适用于 S0：

ṙ = 0⇒ r = − ∆

2πv
for v 6= 0.

另一方面，轨道上的快速部分也保留在Mrv上。这意味
着在可以找到跳跃式折板的状态空间部分，快速动力学

减少到Mrv。我们将利用这种约简，并研究一个由快速
子系统方程式产生的二次微分代数系统 (4)其中流 ṙ被

平衡。

后一个步骤，没有一个关于时间缩放的完整图片，

类似于对快速子系统的额外解剖。换句话说，整个系

统展示了三个关于跳跃跳跃的时间尺度：r的动力学发
生在一个快速尺度上，(v, x, u)发生在一个中间尺度上，

(I1, I2) 发生在一个缓慢的时间尺度上。平衡 ṙ = 0 消

除了这些尺度中最快的一个，从而产生了方程式 (21)，
并近似于发生在Mrv 附近的跳跃跳板的中间尺度动力

学。

0 =
∆

π
+ 2rv

v̇ = v2 − (πr)2 + Juxr + η̄ + I1

ẋ =
1− x

τd
− uxr

u̇ =
U0 − u

τf
+ U0(1− u)r

在这个新的框架中，Mrv描述了一个流形，(v, x, u)

的动态发生在上面，而 I1, I2保持冻结。跳跃点 (v∗, x∗, u∗)[图
6中的红色和青色点]是Mrv和 S0的上片的相互点。在

Mrv上的简化问题中，(v∗, x∗, u∗)是具有特征值的鞍型

问题 λ1 � λ2 � −λ3 > 0并且因此有相关的一维稳定

流形MJO ⊂ Mrv[图 6中的橙色曲线]。它们存在于上
折叠后的任何值。对于超过下折叠的 I1 值，它们一直

到 r = 0。

在奇异极限下，可以将这些方程 (21)连接起来。填
充 S0的中间板，从而构造奇异的跳跃板。总的来说，与

跳跃点相关的一维稳定流形族可以引导轨迹向 S0 的上

排斥板移动，从而导致跳跃板的存在。对于 0 < ε� 1，

奇异的跳跃卡持续为 ε扰动，类似于经典鸭解。

到目前为止，我们已经讨论了奇异轨道，其中快速

段连接临界流形 S0的不同片。在规则运河的情况下，对

于 ε > 0 足够小，它们对应于快速子系统的稳定平衡。

对于跳跃翼翼，它们可能是不稳定的，但拥有一个稳定

的方向，允许到达并停留在 S0 的排斥板上。这些奇异

轨道的主要动力学发生在 S0 上，不显示快速振荡的阶

段，而只有单一的快速跳跃。

VI 向破裂的缓慢-快速的过渡：一个
关于两条路线的故事 [Slow-fast
transition to bursting: a tale of
two routes]
与此相反，解决方案 γ4(t)(见图 3和 4)，图 1中最

初所示的情况是爆发：一个缓慢的部分之后是快速的振

荡。快速子系统的周期解是破裂的基础要素，因此根据

快速子系统的分岔进行分类似乎是合适的。如图 2a所
示，极限环在 Hopf分岔处产生和终止，在循环折叠处
改变稳定性。严格按照 Izhikevich的分类，该系统中的
破裂解为亚临界 Hopf/fold循环型。然而，亚临界 Hopf
分岔紧接着是潜在平衡分支的一个折叠。由于超过亚临

界 Hopf分岔 [57–59]时的延迟效应，可在该褶皱处有
效启动爆破，见图 7(b4)。我们将把我们的分析局限于
这些案例。这里对破裂类型的更恰当的描述是折叠/折
叠循环，这对应在 Rinzel [33]的分类中响应椭圆破裂。

为了理解整个系统的爆破解，我们希望保持慢-快
速的解剖。然而，存在周期性强迫的 STP的神经质量是
一个特殊的系统，在数值上难以处理。我们受到两个主

要因素的限制。首先，一旦我们离开奇异极限，即对于

ε > 0，轨迹的慢段就会敏感地偏离临界流形。换句话

说，ε需要非常小，才能保持完整系统轨迹和奇异轨道

之间的良好一致性。其次，对于足够小的 ε，数值模拟

和整个系统的数值延续是具有挑战性的，因为动力学似

乎是僵硬的，需要很高的精度。

因此，在这个框架内不容易获得关于破裂出现的清

晰观点。出于这个原因，除了几何论证外，我们还将提

供关于当前系统中破裂如何形成的数值证据，通过直接

模拟或使用完整系统的延续。一般来说，脉冲可能通过

一个脉冲增加机制出现，即当改变一个参数 (例如，强
迫振幅)时，在轨道上连续增加脉冲。对于抛物型爆发，
这种峰值峰是由折叠鞍角 [52]介导的；另一方面，在方
波爆发中，通过快速子系统鞍同斜分支和折叠节点的通

道决定了爆发前的大振幅振荡和小振幅振荡的数量，分

别为 [60]。下面，我们将报道 NMSTP的峰值增加机制。
它的基础是由折叠鞍座 p1 的存在所引起的鸭翼动力学

的相互作用，以及意外的环面-鸭翼动力学。此外，我们
将指出跳跃卡板在这种尖峰增加过渡中的作用。
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A 鸭解和尖峰增加 [Canard explosion and
spike-adding]

首先，我们考虑了 ε = 10−3 的情况，并通过以强

迫振幅 A 为参数来研究整个系统的动力学。我们想强
调的是，这个 ε值虽然非常小，但被证明与奇异极限相

当远，而缓慢-快速的解剖论证必须谨慎对待。初始解是
一个对应于阈值下振荡的 A值，如图 3和 4中的 γ0(t)，

并继续向更大的振幅移动。

作为一个解决方案，这个家族的 L2-范数被绘制成
vs。图 7a中的A。第一部分直到A = A∗ ≈ 0.25531851205

处于阈下状态。在 A 周围发生了一个非常急剧的转变，

类似于鸭式爆炸。在这个过渡区域，轨道已经显示出第

一个峰值，这里定义为 r(t)的局部极大值的数量 ns，其

中 r(t) > 0.21。接下来是在 A > A∗ 的一系列拱门 (在
解决方案分支上)。

拱门显然与在轨道上增加新的尖峰有关：随着拱门

的每一个末端，通过曲线的垂直倾斜，尖峰的数量就会

增加。这种行为对于较大的 A 可以更好地观察到，因
为每个拱门都与恰好添加一个尖峰有关。之前，拱门沿

着A更密集，穗添加似乎是更复杂的性质。尽管事实上，
ns 和 A取决于计算一个峰值的 r-阈值的选择，很明显，
峰值是连续添加的。同样明显的是，这些破裂解以一种

连续的方式从阈下振荡中出现。

图 7的列 (b-d)给出了 A = A∗ 附近的整个系统动

力学的更详细视图。列 (b)显示了叠加在快速子系统分
叉图上的 rI1投影的解；(I1, I2, r)空间中的 (c)列与 S0

一起；列 (d)在 (I1, I2, r)空间。

在 (I1vx) 空间上的投影中，临界流形显示为曲线

(I1, v(I1), x(I1)))。此外，我们还展示了快速子系统中出

现在下亚临界 Hopf分岔处的极限环族。该分支的不稳
定周期解用 r表示，循环折叠后的稳定周期解用 a表示。
将这些解 a，r(I1t) = (r, v, x, u)嵌入到整个系统的状态

空间中，得到表面 P = P⊣∪P∇，它由吸引和排斥部分

Pa,r = {(Γa,r (I1, t) , I1) | t ∈ [0, T (I1)]}×{I2 | I2 ∈ R}，
分别对应于解家族的稳定和不稳定分支。这些循环的周

期 T (I1)取决于 I1。

快速振荡 (b1, c1, d1)[Onset of fast oscillations
(b1, c1, d1)]

在 A∗附近选择的 A值的最小值处，我们已经可以
观察到快速振荡，包括 5个未完全发育的峰值。它们发
生在轨迹旋转折叠的鞍座 p1 之后，在)c1) 中用一个黑
点标记。这是一个围绕 p1的运动，发生在临界流形 S0

的附近，它有一个转折点的迹象，沿着 S0 的排斥片引

导轨迹。取相当大的 ε值考虑到，这个转弯暗示了由于
折叠鞍座 p1的存在而产生的鸭翼段。在这一段之后，在

(I1, I2, r)空间 (面板 c1 )中，轨迹穿过 S0的排斥片，并

产生快速振荡。这些结果表明，爆裂是在一个鸭翼段的

末端开始的，紧挨着 S0 的击退中间片。

考虑到快速子系统 LC族 Γa,r，在 (I1, v, d)空间 (面
板 (d1))中可以看到一个显著的动态特征。爆炸的峰值
似乎遵循不稳定极限环家族，因此在排斥表面 Pr附近演
化。出乎意料的是，在穿透临界流形后，破裂的溶液停留

在 Pr附近，而不是被排斥出来。当 I1缓慢地向较小的

值漂移时，其轨迹仍然接近于 Pr。这些绕着 Pr的绕组

对应于整个系统解决方案的第一个未完全生长的峰值。

随着 I1 的减少，振幅的峰值增加，但仍然很小；见面

板 (b1)和插图。在 (I1, v, x)空间中，两个完整的系统轨

迹的放大如图 8所示，在 A∗ 附近有两个指数接近的 A
值。

最后，快速振荡通过 Pr逃逸终止。通过接近 S0的

底片，动力学转变为漂移平衡，从爆发状态过渡到静止

状态。

爆炸性和峰值添加 (b2, c2,d2))[Explosivity
and spike-adding(b2, c2,d2)]

在A值稍大一点，接近A∗时，相对于之前的A，大

部分轨迹基本保持不变。沿快速子系统底部平衡分支和

鸭嘴段缓慢漂移的部分以及第一次振荡出现冻结。通过

将蓝色轨迹与面板 (b2, c2,d2) 以及图 8 中的红色虚线
曲线进行比较，可以明显看出这一点。事实上，靠近折

叠的轨迹部分冻结，而下面的部分发生了显著变化，这

强烈表明了在改变参数时解的可利用性。这种对参数变

化的强敏感性是鸭动力学的典型。它是由快速子系统中

击退物体的存在引起的，典型的，但不完全是平衡，如

S0 的中间片。

事实上，在面板 (b2, c2,d2)中，当整个系统轨迹旋

转折叠的鞍 p1时，有一个鸭齿段保持在 S0的中间片附

近。因此，灵敏度是可以预见的。此外，在快速振荡期

间，破裂解演化接近 Pr，从而增加了额外的灵敏度层。

与图 7(b1, c1, d1) 中之前的情况相比，整个系统的
解决方案更频繁地围绕 Pr旋转，直到 I1的值更小，然

后跳回 S0。轨迹本质上保持接近 Pr，但达到更高。这

样，通过 A∗，越来越多的振幅的峰值被增加到脉冲中。

这些峰值还没有完全增长到在这个 I1 区域出现的稳定

极限环的振幅。此外，我们注意到蓝色轨迹到 Pr 的距

离，随着它的缠绕而增加，表明在表面附近有一定程度
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的斥力；参见面板 (b2)。这样，完整的动力学就开始逃
离 Pr，并被 Pa 所吸引。

出现爆发 (b3, c3,d3)[Emergence of
bursting(b3, c3,d3)]

随着 A的进一步增加，轨迹开始从 Pr中逃逸的点

向较低的 Hopf分岔 HL 转移。事实上，最后两个尖刺

已经被足够排斥，进化接近吸引子请参阅面板 (b3, d3)。

换句话说，Pr附近的转数减少，而Pa附近的转数增加。

Pa附近的振荡具有很大的振幅，标志着较大 A的密集
爆发的开始。

爆发 (b4, c4,d4))[Bursting(b4, c4,d4)]

在面板 b4− d4的下一步中，Pr周围的大部分绕组

已经消失，快速振荡发生在 Pa附近。此外，相对于第

一个考虑的 A值 (面板 (b1, c1, d1))，突发总共由更多的
峰值组成。

在这里，一个超过临界值 A∗的额外的尖峰添加机

制起作用，并与 Pa 的周期 T (I1)作为 I1 的函数有关。

当 A超过 A∗的鸭式爆炸时，整个系统动力学在超过低
褶皱 FL后立即接近 Pa，而在 Pr上没有偏移。随着振

幅 A的增加，这种对 Pa 的吸引力发生在较大的 I1 值

上。快速子系统极限环的周期 T (I1)随着 (I1)的增加而

减小，最终导致 Pa周围的绕组增加。除此之外，轨迹

保持在 Pa附近的时间分数增加。这两种效应都增加了

更多的尖峰，并导致在图 7a中观察到的尖峰增加拱。
所提出的结果已经显示了爆发是如何产生的复杂

性，也就是说，通过一个A = A∗的鸭嘴爆炸的过渡，这

相当令人惊讶地导致鸭嘴段围绕击退物体 Pr 进化。随

后是通过对 Pr 的排斥和对 Pa 的吸引而产生的峰值增
长，直到所有的振荡都在 Pa 附近演化。

B 连续的破裂路径：通过混合类型的环面鸭
解 [Continuous route to bursting:
spike-adding via mixed-type-like torus
canards]

在爆炸过渡之前，整个系统的动力学可以用一个单

一的慢频率来描述，由 ε确定。在过渡之后，一个完整

的周期包括一个缓慢的阶段，然后是快速的峰值。因此，

它的特点是慢频率和快速频率，由快速子系统的特性提

供。在爆发和慢速系统中，快速子系统具有稳定和不稳

定周期，这种动力学的变化，从一个频率到两个频率，

暗示了整个系统的环面。

这可以表明混合型环面运河 (MTTCs) 的存在。事
实上，鸭翼爆炸附近的整个系统动力学不仅沿着 S0 的

排斥片有一个鸭翼段，而且在排斥的高维不变集 Pr 上

也有一个鸭翼段。这显然类似于 [51] 中描述的混合型
散板。在 [47]中也报道了非常相似的MTTCs，它们明
显出现在奇异极限 ε → 0中。特别是 [47]的图 2报告
了动力学，其中整个系统沿 S0 吸引片的准静态运动连

接到由亚临界 Hopf分岔产生的一组排斥极限环。然而，
在 NMSTP中，由于各种原因，对混合型环面运河的理
解更为复杂，正如我们将展示的，它们只在中间时间尺

度分离时观察到。

首先，在我们观察到混合型环面运河的 ε 区域中，

时间尺度分离足以使 S0 中间片上的鸭段作为其奇异对

应物的强扰动版本持续存在。我们可以观察到由折叠鞍

奇点 p1 介导的较低折叠 FU 的旋转。它迫使轨迹穿透

S0，使其非常接近 Pr；见图 8。
其次，解决方案 r ⊂ Pr，尽管是全球排斥，但具有

两个稳定的弗洛凯乘数。我们认为相关的稳定方向，类

似于跳跃鸭的情况 (见 5.2节)，形式是由于快速子系统
的固有时间尺度。因此，这意味着稳定的流形可以与Pr

相关联：它可以吸引沿着一定方向的轨迹。

第三，对于足够大的 ε，人们可以期望动力学与奇异

轨道非常不同。特别是，解决方案不仅可以在附近进化，

而且还可以在快速子系统的不同吸引分支之间切换。我

们观察到这种从 S0 的中间片到 Pr 的转变。尽管两者

都是排斥的，但理由是：折叠鞍形鸭动力学迫使整个系

统保持接近 S0的中间层；稳定的方向允许 Pr吸引；大

的 ε允许连接 S0和 Pr，最后环面鸭动力学允许紧密跟

随 Pa，在周围的过渡区域增加越来越多的尖峰。

C 不连续的爆破路线：由跳跃鸭引发的阻塞
[Discontinuous route to bursting: block
evoked by jump-on canards]

当强迫振幅A增加时，从阈下振荡到爆发的转变解

释了爆发中第一个峰值的出现，这发生在强迫振幅以指

数级接近A∗时。它们还显示了图 7a中的拱门所反映的
后续的峰值添加过程是如何发生的。在下面，我们将扩

展这种过渡的分析，考虑到参数 ε的不同值。作为一个

展望，我们将描述，对于更接近奇异极限的 ε值，跳跃

式鸭翼如何干扰和阻止过渡。然而，在参数空间中，可

以观察到爆炸，并可能以不连续的方式出现。

图 9显示了周期轨道的解族，这是通过全系统方程
(4)和 (5)的数值延续得到的。该图包括 ε值的 7个分支，
范围从 ε = 5× 10−3 到 ε = 1× 10−5，它们与 A = A∗
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的鸭嘴爆炸对齐 (除分支 4之外)。分支 3与图 7所示的
相同，经历了从阈下振荡到爆发的连续过渡。

作为一般的结果，我们发现了两种类型的解族，除

了鸭爆炸之外，即对于A > A∗，采取不同的路径。对于

ε ≳ 2.7×10−4，分支显示了从阈下振荡到爆发的连续过

渡；见图 9中的红色曲线。另一方面，对于 ε ≲ 2.7×10−4，

其分支演化为跳跃式鸭科 (图 9中的青色曲线)。ε的值

分离了两个 ε状态。

然而，通过考虑具有相同 ε的分支 4和分支 5，可
以很明显地看到，对于较小的 ε值，破裂解并不会停止

存在。相反，它们与跳跃式类型的解决方案共存。

目前尚不清楚 ε ≳ 2.7 × 10−4 的破裂形式。然而，

跳跃板对爆发出现的作用变得明显：对于奇异或足够小

的 ε ≳ 2.7 × 10−4 规则板，在 S0 的中间片上演化。除

了最大鸭嘴之外，快速子系统的内在时间尺度开始发挥

作用，并导致跳转鸭嘴的出现 (见第 5.2节)。它们阻止
了向 P 的过渡，因此，这些解决方案族仍然没有破裂。

然而，对于 ε ≳ 2.7×10−4，跳转卡不复存在。在预

期的振幅范围内，系统接近 Pa，而不是爆发。鸭翼爆

炸周围的区域由MTTCs填充，并将阈下振荡与爆炸状
态分开。这仍然是一个悬而未决的问题，未来的工作是，

依赖于 ε的分化如何发生，特别是完整动力学的可能分

岔导致了连续爆发过渡和阻塞跳跃斜坡的不同机制。

VII 网络行为 [Network behaviour]
具有 STP方程 (4)的神经质量模型。是底层 QIF网

络方程式 (3)的一个精确极限。如 N →∞。我们想强
调神经质量模型的好处及其在宏观尺度上描述神经元

动力学的能力。图 2b−f 显示了使用快速子系统和相应

的QIF网络的结果。对于原始的神经质量模型 [5]，平均
场极限的精确性已被用于各种研究，以理解大型神经元

种群的集体动力学 [6-8,20,61,62]。我们想注意的是 STP，
而不是参考文献 [13]中使用的指数突触。导致了对有限
尺寸波动和数值误差的显著更高的敏感性，使得网络和

神经质量的一致性不那么清楚，特别是在鸭嘴区。我们

怀疑额外的状态变量及其对系统非线性的贡献是造成

这一点的原因。

在这里，我们想评估导致神经质量模型破裂的机制

是否仍然存在于一个有限规模的网络中。据我们所知，

这种分析，特别是在存在短期突触可塑性的情况下，还

没有进行。为此，我们也在网络方程式中引入了外部周

期强迫 I1 = A sin(εt)。(3)研究神经块鸭嘴爆炸附近的
QIF种群动态。

图 10a 显示了从阈值振荡过渡到爆发的周期解族，

值为 ε = 2 · 10−3。两条黑色虚线分别表示 A = 0.265

和 A = 0.27，其中神经质量 (红色)和 QIF网络轨迹 (黑
色)如图 10b，c所示。第 (b)行显示了时间序列 x(t)和

t，第 (c)行显示了在 (I1, v, x)空间中的轨迹。

QIF网络由N = 100000个神经元组成，选择 ε = 2·
10−3来保持合理的计算时间。在网络中，初始条件是根

据从 I1 = 0处的神经质量中得到的定点值 (r∗, v∗, x∗, u∗)

来选择的。然而，初始化网络的放电率和平均膜在给定

值下的势是一个重要的问题。为了克服这一问题，对于

所有的 i = 1, . . . , N, x = x∗ 和 u = u∗，QIF网络的初
始条件被设置为 Vi = v∗。经过一个短暂的瞬态过程后，

在时间 t = 0时，网络已经达到平衡，强迫 I = A sin(εt)

开始进入

我们开始分析，用图 10a中最左边的虚线标记。它
位于神经肿块的棘突弓内，显示出大量成熟的棘突；见

图 10 (b1, c1)中的红色曲线。它们主要在不变集合Pa附

近进化。这个完整问题的周期解并没有突出折叠奇点 p1

周围的鸭段段，这是可以预料的，因为 A离 A∗的鸭段

爆炸不够近。

另一方面，我们发现QIF网络的宏观状态正好是在
峰值增加过程的开始阶段。轨道有一个鸭段：围绕较低

的褶皱 FL的转弯是明显的。从图 10(c1)中的黑色曲线
就可以明显地看出这一点。更引人注目的是，在排斥不

变集 Pr 附近发现了一些低振幅振荡。这意味着，尽管

存在差异，在神经质量中观察到的混合型环面裂缝也在

QIF网络中被发现。可以假设网络中的峰值增加遵循本
6节中描述的相同机制。
在振幅 A = 0.270时，如图 10 (b1, c1)所示，神经

质量与网络轨迹的一致性更明显。在这两个系统中，鸭

翼段都是不存在的，它们都表现出相当数量的大振幅峰

值。同时考虑到前面的情况 A = 0.270，似乎网络的分

岔结构相对于神经质量向更大的振幅移动。

VIII 网络行为 [Network behaviour]
我们利用平均场理论的最新发展，即强大的OA ansatz，

以理解宏观尺度上的尖峰神经元网络的突发动力学。

通过以 STP 的形式包含突触动力学，我们在本工
作中采用了一个比原始的MPR模型更在生物学上可信
的模型，同时保持了相对于QIF网络的平均场极限的准
确性。这为 QIF网络和神经质量增加了更多的细节，但
同时也使集体动力学复杂化，即使在没有外部强迫的情

况下。在这里选择的参数空间部分，STP允许在原始模
型中不存在的存在极限环。正如我们通过大量的数值证

据所表明的，当缓慢而周期性地强迫系统时，STP会导
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致各种特性。

这就引出了第三点，我们将重点是：使用奇异微扰

理论的方法用 STP 治疗强迫神经质量，特别是慢速解
剖。如果没有 STP，缓慢的外部强迫已经会产生爆发，
如 [5] 所示。这些轨道的快速振荡在奇异极限中消失，
弛豫振荡仍然存在。然而，考虑到 STP，会导致更复杂
的动态。

其中一个基本要素是鸭鸭。预期，由于通过 s形临
界流形的缓慢谐波通道，它们出现为折叠鞍翼，在抛物

线爆发中起着增加的作用。在这里，尽管平衡不稳定分

岔是一个亚临界 Hopf分岔，但观察到的爆发让人想起
椭圆爆发 (即亚临界折叠/循环爆发)，由于通过 Hopf分
岔的缓慢通道。

关于全系统动力学，可以找到一个折叠鞍，与相关

的爆炸鸭嘴解。它将具有纯慢动力学的静止轨道与爆炸

轨道分开。在这个过渡区域，我们发现了一个有趣的慢-
快效应的相互作用：跳转跳板存在于足够接近奇异极限，

并与神经质量的一个微妙的时间尺度分离有关，据称是

由 STP调用的。它们连接了临界流形的两个排斥片，更
引人注目的是，阻止了从静止到破裂的连续过渡。

跳跃手板是这项工作中令人惊讶的元素之一。然

而，当考虑到生物学上更合理的周期性外部电流的频率

时，它们就消失了。尽管在这个参数区域的时间尺度分

离相当不足，我们发现轨道显示了一个强扰动的鸭嘴鸭

段。值得注意的是，与跳跃的情况相反，这些鸭鸭并没有

阻止向破裂的持续过渡，但更多地促进了它。具体来说，

它们引导轨迹进入快速子系统的不稳定极限环附近。在

这里，一个意想不到的机制再次出现，并允许吸引这些

全球排斥循环。该区域的峰值增加机制的最后一个元素

是围绕不稳定极限环的分支旋转的快速振荡段，并连续

地向轨道上增加更多的峰值。

总的来说，鸭翼爆炸附近的完整动力学可以看作是

具有特殊性质的混合型状鸭翼：轨道在临界流形的排

斥中间层附近演化，以及在附近的不稳定极限环附近演

化。典型的混合型坎板被观察到接近奇异极限，因为它

们代表一个慢-快效应。具有 STP的神经团只有在足够
大的强迫下才表现出混合类型状的裂缝频率；这种现象

在太慢的强迫下消失，并被跳板阻挡。

由于 NMSTP模型是本工作的主要主题，我们想强
调的是，它代表了具有 STP的QIF网络的精确极限。网
络和NMSTP之间的差异是由于数值误差和有限大小的
波动引起的，特别是在缓慢的强迫条件下。然而，我们的

结果清楚地显示了两个模型之间的很好的一致性。特别

地，网络模拟显示了混合类型的环面鸭嘴鸭动力学，因

此这可以被认为是一个强有力的证据，证明相同的机制

负责网络中的脉冲峰值添加。

综上所述，NMSTP是一种有用的方法来研究 STP
存在下神经元种群的集合动力学。快速解剖揭示了种群

水平上突发产生的机制。事实证明，突触动力学确实丰

富了问题的复杂性，通过产生特殊的跳跃和混合类型，

如环面眦，这两者都是由于与 STP相关的时间尺度。
最后，虽然这项工作是在神经质量模型和 STP的范

围内，OA减少和慢速解剖的方法，加上数值分岔分析，
可以应用于更广泛的相位振荡系统，如仓本模型。这可

以导致更好地理解新兴的大型网络的集体慢速动态。

附录 A：数值方法 [Appendix A:
Numerical methods]
结果显示在图中。使用延续软件 AUTO-07p [63]获

得 2a和 3-10，以数值计算快速子系统等式的解和解分
支 (11)和全系统的方程式 (11)和 (12)。

对于图 1,2b-f，和 10直接模拟 QIF网络与 STP方
程 (3)用 STP等式 (11)。后者采用 Python和自适应多曼
德-王子方法 [64] 进行集成。QIF 网络模拟使用洛伦兹
分布恒定流 ηi的值，其确定性设置如下所示。

ηi = η̄ +∆tan

(
π(2i−N − 1)

2(N + 1)

)
此外，数值积分需要简化问题，以保持合理的计算时间。

为此，我们遵循了 [5]中建议的方法。首先，该网络使
用欧拉方案进行集成，并具有一个时间步长 dt = 10−4。

其次，极限值 Vthresh → ∞在数值上是无法实现的。然
而，我们可以将 QIF神经元的膜电位从一个值 Vmax演

化到无穷大所需的时间 T∞近似为 T∞ ≈ 1
Vmax
，假设该

神经元的总输入 I满足
√
I � Vmax。从负无穷到 Vi =

−Vmax的时间由相同的表达式给出。一旦一个神经元超

过阈值 Vi > Vmax，它就被重置为 Vi = Vmax，并进入

2T∞ = 2/Vmax 的不应期，其动力学失活。这是为了解

释从 Vi = Vmax 到无穷大和从负无穷大到 Vi = −Vmax

的积分。

通过所有膜电位和突触变量的瞬时变化，在这个不

应期的一半处出现了一个峰值，如下所述。

Vi

(
t+
)
=

J

N
u
(
t−
)
x
(
t−
)

x
(
t+
)
= x

(
t−
)
− 1

N
u
(
t−
)
x
(
t−
)

u
(
t+
)
= u

(
t−
)
+

1

N
U0

(
1− u

(
t−
))

为清晰起见，增量前的时间用 t− 表示，之后的时间用

t+表示。
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