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摘要 [Abstract]
神经科学、统计物理学和非线性动力学的一个主要

目标是理解大脑功能是如何从尖峰神经元网络的集体

动力学中产生的。这一挑战主要是通过大规模的数值

模拟来解决的。另外，研究人员制定了平均场理论，以

神经元的集体放电活动或放电率来了解大型神经元网

络的宏观状态。然而，这些理论并没有成功地建立起

神经网络的放电率和尖峰神经元的潜在微观状态之间

的精确对应关系。这在很大程度上限制了这种宏观描述

的适用性范围，特别是在试图描述神经元同步时。在这

里，我们提供了一套精确的宏观方程的峰值神经元网络

的推导。我们的研究结果表明，单个神经元的尖峰产生

机制引入了两个生物物理相关的宏观量，即放电率和平

均膜电位，它们共同控制着神经元网络的进化。所得到

的方程精确地描述了网络的所有可能的宏观动态状态，

包括同步峰值活动的状态。最后，我们通过保角映射证

明了发射率描述与仓本阶参数的低维描述有关，称为奥

特-安东森理论。我们预计，我们的研究结果将是一个重
要的工具，以研究大型的峰值神经元网络如何及时自组

织，以处理和编码大脑中的信息。

I 引言 [Introduction]
大脑中信息的处理和编码必然意味着大量神经元

集合的协调活动。在大脑皮层的感觉区域内，许多细胞

对给定的刺激表现出类似的反应，这表明在局部水平上

存在高度的神经元冗余。这表明，信息被编码在种群反

应中，因此，可以通过对网络活动的宏观测量来捕获 [1]。
此外，考虑到目前的大脑测量技术，如脑电图或功能性

磁共振成像，提供了大量神经元活动的平均数据，大型

神经元网络的集体行为特别相关。

神经元集合的宏观动力学已经通过周期性耦合的

尖峰神经元的大型网络的计算模型得到了广泛的研究，

包括霍奇金-赫胥黎型电导型神经元 [2]，以及简化的神
经元模型；参见，例如，参考文献 [3–5]。与此同时，
研究人员也试图开发神经元网络的统计描述，主要是根

据宏观观测来测量神经元发出峰值的平均速率，即放电

速率 [6–20]。这些描述，被称为发射率方程 (FREs)，已
经被证明在理解一般的计算原理方面非常有用，如记忆

[21,22]，视觉处理 [23–25]，运动控制 [26]，或决策 [27]。
尽管做出了这些努力，但到目前为止，还没有确切

的理论将一个大型的尖峰神经元网络的动态与放电速

率联系起来。具体来说，目前的宏观描述并不能提供单

个神经元的微观动态之间的精确对应，例如，单个膜电

位和神经元网络的放电速率动态之间的对应。

事实上，FREs通常是通过启发式参数得到的，这
些参数依赖于神经元的潜在峰值活动是异步的，因此是

不相关的。因此，对发射率的描述并不足以进行描述涉

及一定程度的尖峰同步的网络状态。然而，同步化是大

脑中普遍存在的现象，其在神经元计算中的潜在作用是

研究的热点 [14,28-34]。因此，由于缺乏对同步状态的
放电率描述，限制了平均场理论对研究神经元动力学的

适用性范围。

在此，我们提出了一种方法来推导异构的、全到全

耦合的二次积分 (QIF)神经元网络的 FREs，该方法在热
力学极限下是精确的，即对于大量的神经元。我们考虑

了神经元的膜电位分布的一个方式，我们称之为洛伦兹

(LA)。LA精确地求解了相应的连续性方程，使系统易
于理论分析。具体来说，对于特定的异质性分布，LA产
生了一个包含两个常微分方程的系统，即神经元种群的

放电率和平均膜电位。这些方程充分地描述了网络的宏

观状态——包括同步状态，并代表了一个循环连接的尖

峰神经元网络的精确放电率描述的第一个例子。最后，

我们展示了 LA 如何通过保角映射转化为所谓的奥特-
安东森安萨茨 (OA)，该方法被广泛用于用库本阶参数
[35]研究大群相位振荡器的低维动力学。

II 模型描述 [MODEL
DESCRIPTION]
霍奇金-赫胥黎型神经元模型可以大致分为两类，根

据它们在注入电流 [36,37]响应的性质。具有所谓的 I类
兴奋性的神经元模型根据施加电流的强度产生任意低

频率的动作电位。当静息状态通过马鞍形分叉消失时，

就会发生这种情况。相反，在具有 II 类兴奋性的神经
元中，动作电位是以有限的频率产生的。当静息态通过

Hopf分岔失去稳定性时，就会发生这种情况。QIF神经
元是第 I类神经元的典型模型，因此，一般地描述了它
们在峰值阈值 [5,38,39]附近的动态。我们在这里的目的
是推导出对应于 N个 QIF神经元的异质全对全耦合群
体的 FREs。在热力学极限的对应是精确的，即N →∞
(这种收敛最近在文献 [40]中研究)。

QIF神经元种群的微观状态由膜电位给出 {Vj}j=1,...,N，

符合以下常微分方程 [5]：

V̇j = V 2
j + Ij , if Vj ≥ Vp, then Vj ← Vr.

这里，过点表示时间导数，Ij 表示输入电流。每次当一

个神经元的膜电位 Vj 达到峰值 Vp时，该神经元就会发

出一个峰值，其电压被重置为值 Vr。在我们的分析中，



III 结果 [RESULTS]

图 1: FREs(12)的稳态分析。(a)相图：在楔形的青色阴影区域中，在高活性状态和低活性状态之间存在双稳定性。
双稳区域的边界是鞍节点分岔的轨迹，以参数形式得到：(η̄, J)SN =

[
−π2r2 − 3∆2/(2πr)2, 2π2r +∆2/

(
2π2r3

)]
。

在虚线的右侧，由 η̄f = −[J/(2π)]2 − (π∆/J)2 定义，有一个稳定的焦点 (阴影区域)。(b) r − η̄ 和 (c)
v − η̄ 分岔图。正方形符号：对 QIF 神经元的数值模拟结果 (详见附录 A)。系统在双稳态区域的 (d) 相位图[
η̄/∆ = −5, J/∆1/2 = 15，(a) 中的三角形]，具有三个固定点：一个稳定焦点 (其吸引盆地阴影)，一个稳定节
点和一个鞍点。

我们考虑了极限 Vp = −Vr → ∞。这种重置规则捕获
了尖峰重置以及神经元的顽固性。在不失一般性的情况

下，我们重新调整时间和电压吸收在前两项中可能出现

的任何系数。输入电流的形式为

Ij = ηj + Js(t) + I(t),

其中外部输入有一个异构的、淬灭的分量 ηj 和一个共

同的时变分量 I(t)，循环输入是突触权重 J 乘以平均突

触激活 s(t)，写为

s(t) =
1

N

N∑
j=1

∑
k\t′j<t

∫ t

−∞
dt′aτ (t− t′) δ

(
t′ − tkj

)
.

这里，tkj 是第 j个神经元的第 k个峰值的时间，δ(t)是

Dirac函数，aτ (t)是由时间尺度 τ 的单个突触前峰值引

起的标准化突触激活，例如，aτ (t) = e−t/τ/τ。

A 连续方程 [Continuous formulation]

在热力学极限 N → ∞下，我们去掉了方程式 (1)
和 (2)中的指数，用 ρ(V | η, t)dV 为在 t时刻，膜电位

在 V 和 V + dV 和参数 η 之间的神经元的比例。因此，

参数 η 现在变成了一个根据概率分布函数 g(η)分布的

连续随机变量。t时刻的总电压密度由神经元数量的守

恒给出，得到
∫∞
−∞ ρ(V | η, t)g(η)dη。连续性方程式如

下：

∂tρ+ ∂V
[(
V 2 + η + Js+ I

)
ρ
]
= 0,

其中我们明确地包括由方程 (1)和 (2)给出的速度。

III 结果 [RESULTS]
没有时间强迫 I(t) = 0的连续性方程 (4)有一个平

凡的平稳解。对于 η的每个值，这个解决方案具有洛伦

兹函数的形式：ρ0(V | η) ∝
(
V 2 + η + Js

)−1
。在物理

上，洛伦兹密度意味着具有相同 η值的放电神经元将以

密度与其速度成反比的形式分散 [方程 (1)；也就是说，
它们会在慢的地方积累，在快的地方变薄。此外，对于

静止神经元对应的 η 值，密度 ρ0 在静止态以狄拉克函

数的形式坍塌。

接下来，我们假设等式的初始条件，等式的解 (4)
一般收敛于一个洛伦兹形的函数，因此所有相关的动力

学都发生在那个低维空间内。这一事实用条件密度函数

的 LA表示：

ρ(V | η, t) = 1

π

x(η, t)

[V − y(η, t)]2 + x(η, t)2
,

这是一个半宽为 x(η, t)，中心为 y(η, t)的洛伦兹函数。

在下面，我们假设 LA等式 (5)完整地描述了 QIF神经
元网络的宏观动力学，并将其有效性的数学证明推迟到

Sec.IIIE。

A 宏观观测值：放电速率和平均膜电位
[Macroscopic observables: Firing rate and
mean membrane potential]

LA的半宽 x(η, t)与神经元种群的放电率 (即单位
时间内的峰值数量)有一个特别简单的关系。事实上，每
个 η值在时间 t, r(η, t)的放电速率，可以通过注意到神

2
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图 2: QIF 模型神经元集合的瞬态动力学 [方程式 (1) 和 (2)] 由 FREs(12) 精确描述。QIF 神经元和 FREs 的 (a)、
(b)瞬时放电率和 (c)、(d)平均膜电位分别用黑色和橙色表示。(e)，(f)在集合中随机选取的 N = 104 的 300个
QIF神经元的栅格图。(a)，(c)，(e)，(g)在 t = 0时，对所有神经元施加电流 I = 3，在 = 30处再次设置为零；
刺激 I(t) 如 (g) 所示。(b)，(d)，(f)，(h) 在时间 t = 0，一个正弦电流应用于所有神经元 I(t) = I0 sin(ωt)，与
I0 = 3, ω = π/20；刺激 I(t)显示在 (h)。参数：J = 15η̄ = −5∆ = 1

经元以在无穷远处的概率通量给出的放电速率来计算：

r(η, t) = ρ(V → ∞ | η, t)V̇ (V → ∞ | η, t)。该方程右
边的极限 V →∞可以在 LA内求值，并给出了简单的
恒等式

x(η, t) = πr(η, t).

(总)发射率 r(t)为

r(t) =
1

π

∫ ∞

−∞
x(η, t)g(η)dη.

此外，数量 y(η, t)是，对于 η的每个值，膜电位的平均

值：

y(η, t) = p.v.
∫ ∞

−∞
ρ(V | η, t)V dV.

在这里，我们取柯西主值，定义为 p.v.
∫∞
−∞ f(x)dx =

limR→∞
∫ R

−R
f(x)dx，以避免其他定义不明确的积分。然

后，膜的平均电位为

v(t) =

∫ ∞

−∞
y(η, t)g(η)dη.

B 放电速率方程 [Firing-rate equations]

替换为 LA 等式 (5) 在连续性方程 (4) 中，我们发
现，对于每个 η的值，变量 x和 y必须服从两个耦合方

程，它们可以用复杂的形式写成

∂tw(η, t) = i
[
η + Js(t)− w(η, t)2 + I(t)

]
,

其中，w(η, t) ≡ x(η, t)+ iy(η, t)。关闭这个方程需要将

平均突触激活 s(t)表示为 w(η, t)的函数。最简单的选

择是取无限快突触的极限，即等式中的 τ → 0，使我们

得到与发射率 s(t) = r(t)相等。这使得 QIF神经元系

统用方程式 (10)和 (7)精确地描述，如果 g(η)是一个连

续分布，则为无穷个整数微分方程集。

方程 (10)对于一般分布 g(η)很有用 (见附录 B)，但
如果 η按照以 η̄为中心的半宽∆的洛伦兹分布分布，维

数的降低特别显著：

g(η) =
1

π

∆

(η − η̄)2 +∆2
.

请注意，这种分布解释了外部输入中的熄灭可变性。它

是洛伦兹式的事实与膜电位密度的 LA无关。“假设为
等式”(11)，方程式 (7)和 (9)中的积分可以在复 η平面

上利用残差定理 [41] 对闭合积分轮廓进行计算。值得
注意的是，发射率和平均膜电位仅取决于在下半部 η平

面上 g(η)极点的 w值：

πr(t) + iv(t) = w(η̄ − i∆, t).

因此，我们只需要评估等式 (10)在 η = η̄ − i∆提出两

个常微分方程，从而得到一个 FREs：

ṙ = ∆/π + 2rv,

v̇ = v2 + η̄ + Jr + I(t)− π2r2.

该非线性系统用种群放电率 r 和平均膜电位 v 来描述

了 QIF神经元种群的宏观动态。
将平均场模型 (12) 与尖峰神经元的方程进行比较

是具有启发性的。请注意，等式 (12b)类似于方程式 (1)
和 (2)对于单个的 QIF神经元，但没有尖峰重置。事实
上，宏观发射率变量 r在等式中作为一个负反馈项进入

(12b)，并阻碍了平均膜电位 v的爆炸性增长。

这个负反馈，结合了等式右侧的耦合项 (12a)，描
述了在网络水平上的放电率和平均膜电位之间的有效

相互作用。因此，FREs(12) 描述了在网络水平上的单

3
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图 3: 放电率模型预测了整体 QIF神经元中存在的宏观
混沌 [Eq(1)] 与注入的周期电流 I(t) = I0 sin(ωt)。(a)
用速率模型等式得到的具有发现混沌区域的相图 (12).
在黑阴影区域，只有一个混沌吸引子，而在青色区域，
混沌吸引子与一个周期吸引子共存。虚线对应于图 1(a)
的双稳态边界，便于比较。(b)模拟 FREs(12)得到的混
沌轨迹；李亚普诺夫指数为 λ = 0.183 . . .,(c)由 QIF神
经元得到的混沌轨迹-参数对应于 (a)中的 (黄色)三角
形符号 (d)时间序列为速率模型 (橙色)和 QIF模型 (黑
色)。(e)随机选择的 300个神经元对应的栅格图。(f)与
(e)中相同的栅格图，根据神经元的固有电流 ηk 对其进
行排序。参数：I0 = 3ω = π 和 η̄ = −2.5J = 10.5[(a)
中的三角形符号]。

细胞尖峰产生和重置机制的影响。

下面，我们将研究等式所描述的动力学 (12)，并表
明它们完全重现了QIF神经元网络的宏观动态，即使是
在强峰值同步事件期间。

C 放电率方程式的分析 [Analysis of the
firing-rate equations]

首先是对等式的分析 (12)，我们首先注意到，在没
有强迫的情况下，等式的唯一吸引子 (12)是固定点。图
1(a)显示了系统作为平均外部驱动器 η̄和突触权重 J的
函数的相位图，两者都由输入分布 [42]的宽度归一化。
相图中有三个定性不同的区域：(1)单一稳定节点对应
于低活动状态 (白色)，(2)单一稳定焦点 (螺旋)通常对
应于高活性状态 (灰色)，(3)低和高发射率之间的双稳定

图 4: 保形图等式 (18)将右半平面转换到单位磁盘上。
这种变换及其逆定义了仓本阶参数 Z 与 QIF神经元种
群的宏观数量之间的一对一映射：r，放电率；v，平均膜电
位。注意，在极限 Z =Psi[完全一致性 ρ̃(θ) = δ(θ−Ψ)]。
我们恢复 v = i

(
1− eiΨ

)
/
(
1 + eiΨ

)
= tan(Ψ/2)，作为

QIF和 theta神经元的原始映射 V = tan(θ/2)。

图 5: 电流 g(η)的 (a)均匀分布和 (b)高斯分布的相图。
青色阴影区域代表双稳态区域，实线对应由方程 (C5)和
(C6)解析得到。平方符号是通过直接数值模拟N = 104

QIF神经元得到的分叉轨迹的估计值。三角形符号表示
在图 6和 7的数值模拟中使用的参数值。

区域 [青色；参见图 1(d)中该区域的相图]。将 QIF神经
元网络数值模拟得到的不动点样本分岔图与 FREs(12)
得到的样本分岔图进行比较，得到了良好的对应关系；

见图 1(b)和 1(c).
类似的相图可以很容易地通过传统的启发式发射

率模型来重现，但有一个显著的定性差异：存在一个稳

定的焦点——因此，有阻尼振荡。具体来说，在图 1(a)
中相图的灰色区域，系统经历了振荡衰减到稳定的不动

点。这种振荡衰减也发生在很大范围内的高活性状态下

(青色)；例如，图 1(d).
在宏观水平上的阻尼振荡的存在反映了集合中部

分神经元的短暂同步放电。这种行为在具有弱噪声的尖

峰神经元模型中很常见，而传统的发射率模型是无法捕

捉到的。[20]).

4
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图 6: QIF神经元兴奋性网络 (1)和 (2)的数值模拟。具有 (a)-(d)均匀分布和 (e)-(h)电流的高斯分布。如图 2所
示，在时间 t = 0时，外部正弦电流 I(t) = I0 sin(ωt)-如 (d)和 (h)-应用于所有神经元。(a)，(e)放电率和 (b)的
时间序列，(f)所有细胞的平均膜电位。在 (c)和 (g)中，我们描述了 300个随机选择的神经元的栅格图。参数对
应于图 5中的黑色三角形符号：(a)-(d) η̄ = −1, J = 8, γ = 1, I0 = 1; (e)-(h) η̄ = −2, J = 10, σ = 1, I0 = 1.5。

图 7: 具有高斯分布电流的 N = 104 QIF神经元网络中
的混沌状态。网络参数对应于图 5(b)。相图中的黄色三
角形如图 3所示，神经元接收到一个 I(t) = I0 sin(ωt)
频率为 ω = π。参数：η̄ = −1J = 8σ = 1I0 = 1.5。

D 放电率方程式的分析：非平稳输入
[Analysis of the firing-rate equations:
Nonstationary inputs]

为了证明 FREs(12)充分描述了 QIF神经元种群对
时间转移刺激的宏观反应 (直到有限大小效应)，我们考
虑了两种类型的刺激 I(t)：(1)阶跃函数和 (2)正弦强迫。

在这两种情况下，我们都模拟了 QIF神经元和 FREs的
整个系统 (12)。
图 2显示了系统对这两种不同输入的响应。在这两

种情况下，系统初始 (t < 0)处于双稳态状态，并设置为
低活性状态，参数与图 1(d).对应图 2的左侧面板显示了
系统对在 t¼为 0时施加的阶跃电流的响应。所施加的
电流使系统放弃了双稳态区域，见图 1.(a)，并接近高活
性状态，这是一个稳定的焦点。这在时间序列 r(t)；ν(t)

中可以清楚地反映出来，其中速率方程 (12) 准确地预
测了 QIF神经元的平均场所表现出的阻尼振荡。图 2(e)
中的栅格图显示了振荡的存在，这是由于种群中大部分

神经元的短暂同步放电。最后，在 t=30 时，电流被移
除，系统再次显示阻尼振荡，收敛到 (焦点)不动点的新
位置，这显然与它最初放置的稳定结点共存 (t < 0)。

图 2的右面板显示了模型对周期性电流的响应，它
驱动系统从双稳态区域的一侧移动到另一边。因此，我

们当这些星团的系统访问在时间上高度不规则时，观察

周期性的爆发行为，同时观察相图的稳定焦点区域，图

1(a)。为了进一步说明 FREs(12)拓扑抑制的潜力，并研
究峰值神经元集合中的复杂动力学，我们在这里提出了

一个简单的情况，即 QIF神经元系统表现出宏观混沌。
这是通过增加三弦驱动的频率 ω来观察到的，因此系统

不能简单地遵循所施加电流的每个周期的稳定固定点

图 3(a)显示了使用 Eq.(12)得到的相图。阴影区域
表示参数值，其中速率模型要么有一个单一的混沌吸引

子 (非黑色)，要么有一个与周期轨道共存的混沌吸引子

5
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图 8: 数值得到了由独立白噪声项驱动的相同 QIF神经元网络的相图 (a)和时间序列 (b)-(d)。(a)中的正方形符号
表示包围高活动状态和低活动状态之间的双稳定区域的边界。边界是通过一个 104 神经元的网络，并通过低活
性方案 (填充方块)和高活性方案 (空方块)的数值延续获得的。具体来说，使用噪声强度D = 1和特定值 J，系
统在 η̄ = −5或 η̄ = 0初始化，在 t = 10时间单位之后，参数 η̄分别减少或增加 0.025或 0.1。直到平均发射率
的两个连续值 (每个参数值的最后一个平均时间单位)的相对变化大于 50%。数值模拟的其他参数与所有其他图
相同，并在附录 A中描述。三角形符号表示参数值

(
η̄/D2/3, J/D1/3

)
= (−5, 15)，对应于右侧面板中黑色显示

的数值模拟。我们使用 D = 1。为了便于与 FREs(12)进行比较，橙色曲线显示了 FREs的时间序列，使用相同
的参数 (η̄J) = (−5, 15)，但使用 ∆ = 1。

图 9: 使用 FREs(E1) 获得的具有异质电流和突触权值
的兴奋性群体的相图。

(青色)。图中描述了混沌吸引子上的一个轨迹。3(b)，明
显不规则的时间序列如图 3(d) 中为橙色利用相同的参
数，我们对 olf 神经元进行了数值模拟 (方程式 (1) 和
(2)]，找到一个与速率模型相似的吸引子和动力学；见
图 3(c)和 3(d).为了获得图 3(d)所示的时间序列，对OIF
神经元进行数值计算，在长时间的时间 t = 0后，使用

速率模型等式 (12)由从 QIF神经元种群中获得的 r和 v
的价值启动。两个系统的时间序列，最初接近，迅速发

散，反映了系统的混沌自然。

最后，为了在显微镜水平上说明这种混沌状态，图

3(e)显示了 300个随机选择的神经元的栅格图，对应于
图 3(d) 中的时间序列。图 3(e) 中神经元锤体底层结构

的不规则放电，可以根据神经元 ηk < ηk+1排列同一组

神经元，使用 k ∈ [1, 300]；见图 3(f)。显然，放电率的
峰值与 η值相似的神经元簇的同步放电相一致。这些星

团的尺寸在时间上是高度不规则的，伴随着混沌行为。

E 洛伦兹式分析的有效性 [Validity of the
Lorentzian ansatz]

到目前为止，我们已经证明了 LA等式 (5)求解了
复杂性方程 (4)，证实了这些求解与原始 QIF神经元系
统的数值模拟结果一致 [等式 (1)和 (2)]。在这里，我们
进一步阐明了为什么 LA是 OIF神经元的集合。
将OIF神经元的电压转换为相位波动Vj = tan (θj/2)，

系统 [等式 (1)和 (2)]成为“theta神经元”[38]的集合：

θ̇j = (1− cos θj) + (1 + cos θj) [ηj + Js(t) + I(t)] .

在新的相位变量 θ ∈ [0, 2π)中，LA方程 (5)会变成

ρ̃(θ | η, t) = 1

2π
Re

[
1 + α(η, t)eiθ

1− α(η, t)eiθ

]
,

其中函数 α(η, t)由 w(η, t)表示为

α(η, t) =
1− w(η, t)

1 + w(η, t)
.

方程 (5)和 (14)分别是在半平面上和在单位圆盘上的所
谓的泊松核的两种表示。这些表示法通过等式进行了关

联 (15).它建立了一个从半平面 Re(w) ≥ 0到单元磁盘

|α| ≤ 1的保形映射。在下一节中，我们将证明变量 r和
v可以通过相同的形式映射与库拉本阶参数相关联，这

6
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是相位相干性 [43,44]的宏观度量。
支持 LA的适用性的关键观察结果是，等式 (14)原

来是奥特和安东森 [35]在 2008年发现的安萨茨。根据
OA理论，在热力学极限下，一类系统的动力学

∂tθ(η, t) = Ω(η, t) + Im
[
H(η, t)e−iθ

]
一般收敛于 OA流形。在本文中，有 Ω(η, t) = 1 + η +

Js+ I和H(η, t) = i(−1+η+Js+ I)。到目前为止，等

式 (16)收敛到 OA流形只被证明为H(η, t) = H(t)。这

包括著名的 Kuramoto 和 Winfree 模型，但不包括等式
(13)。然而，有理论论证 [47]强烈建议 OA流形也吸引
了 η 依赖的 H，最近的一些论文使用 theta神经元 [48–
50]和其他相位振荡器 [51-55]都证实了这个说法。

F 发放速率和 Kuramoto序参数 [Firing rate
and Kuramoto order parameter]

宏观变量 r 和 v 与所谓的仓本序参数 Z 之间存在

一个映射。式 (15)将 η的每个值，w中包含的发射速率

和平均膜电位与由 α测量的相密度的均匀性有关，注意

等式 (14)中的 α = 0产生一个完全均匀的密度。仓本

阶参数是通过将 α积分为

Z(t) =

∫ ∞

−∞
g(η)

∫ 2π

0

ρ̃(θ | η, t)eiθdθdη

=

∫ ∞

−∞
g(η)α∗(η, t)dη

其中我们假设密度 ρ̃为是 OA等式 (14)。Z 可以看作是

分布在单位圆 eiθ 上的相群的质心。

IV 结论 [CONCLUSIONS]
我们提出了一种推导非均匀 QIF 神经元网络的放

电率方程的方法，该方法在热力学极限下是精确的。据

我们所知，所得到的常微分方程组 (12)代表了一个峰值
神经元网络的第一个精确的 FREs。
我们强调，FREs的推导并不依赖于弱耦合、时间

尺度分离、平均或任何其他近似的假设。相反，这是建

立在等式的有效性背后的假设 (12) 是 (i)QIF 神经元是
全对连接的，(ii)异质性被抑制，(iii)输入按照洛伦兹分
布分布。

最后两个假设似乎特别严格。关于假设 (iii)，必须
强调的是，对于淬灭异质性的任意分布，LA等式 (5)保
持普遍有效，并且，因此，等式 (10)可用于识别网络状
态的稳定性 (见附录C)。此外，在附录C中，我们还展示
了使用均匀和高斯分布输入的数值模拟，揭示了响应时

变输入的非常相似的宏观动力学。即使是松弛假设 (ii)，

由外部独立高斯噪声源驱动的相同 QIF 神经元的数值
模拟显示了与 FREs(12)的定性一致 (见附录 D)。总之，
选择一个熄灭的洛伦兹分布 g(η)，因此，仅仅是一种数

学上的方便，而从由此产生的发射率描述中获得的见解

是更普遍有效的。

我们的推导在一些方面与以前的研究相比有了明

显的不同和重大的进展。首先，在过去，我们可以只计

算平稳状态或弱偏差状态的尖峰神经元网络的近似放

电率 [9-12,15,19,20]。由这些推导得到的方程很难求解，
通常需要特殊的数值方法。相比之下，FREs(12)可以很
容易地分析和模拟，并精确地再现远离任何不动点和任

意外部电流的尖峰网络的行为。第二，放电率描述传统

上假设一个神经元群体的活动等价于一组具有给定速

率的不相关的随机过程；参见，例如，参考文献。[13,14].
然而，在对尖峰网络的模拟中，众所周知，网络对非平

稳输入的响应通常涉及到一定程度的尖峰同步。最近的

理论工作试图改进经典的速率模型，它作为输入的低通

滤波器，通过将它们与从相应的网络 [19,20]的福克-普
朗克方程中提取的线性滤波器进行拟合。当外部噪声水

平不太高时，这些滤波器往往会产生阻尼振荡，反映了

尖峰同步 [15,20]的存在。FREs(12)也捕捉到了这一现
象，并揭示了其潜在的机制是发射率之间的相互作用和

阈下电压。此外，由于这些方程是精确的，我们可以探

索网络的全非线性响应，如同步爆发的混沌状态的产生，

如图 3所示。
最近，有研究表明，在等式定义的 OA流形中，不

仅是类似仓本的模型，而且还有一个更广泛的阶段模型

(14). 具体来说，脉冲耦合振荡器 [46] 和 theta 神经元
[48–50]的网络允许根据库拉本阶参数进行精确的、低
维的描述 [Eq(17)]. 尽管这些后来的工作使用了一个不
同于突触耦合的有限宽度的相位折叠函数 [Eq(3)]，得
到的仓本阶参数的低维描述与我们的类似，但在不同的

空间 [56]。事实上，我们证明了 OA的等式 (14)是相关
的，通过变量等式的非线性变换 (15)，到 LA ansatz等
式 (5).值得注意的是，这种转换建立了仓本阶参数和一
个新的、具有生物物理意义的宏观观测之间的精确对应

关系，该观测描述了神经元网络的放电速率和平均膜电

位。有趣的是，与仓本阶参数相比，关于放电率的低维

描述似乎是对尖峰神经元网络的一种更自然的描述。放

电率方程 (12)在LA流形中采用了一种令人惊讶的简单
形式，这使它们成为探索和理解控制神经元网络宏观动

力学的机制的有价值的工具。

最后，由于 OA ansatz是等式中具有该形式的系统
的渐近解 (16)，应用变量 V = tan(θ/2)的变化自动意
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味着 LA应该适用于受控制的人口

V̇j = A (ηj , t) +B (ηj , t)Vj + C (ηj , t)V
2
j ,

其中 AB、C 由 Ω、H 表示为 A = [Ω+ Im(H)]/2, B =

−Re(H), C = [Ω−Im(H)]/2。值得注意的是，等式 (19)
定义了一个广泛的 QIF神经元集合家族。

因此，LA实际上适用于更一般的网络，除了这里
研究的是等式中的 ηj(19) 也可能是一个包含多种无序
形式的向量。作为特别相关的案例，在附录 E中，我们
提供了控制具有异质输入 η和突触权值 J的兴奋性网络
动态的 FREs，以及一对相互作用的 QIF神经元的兴奋
性和抑制性 QIF神经元种群。

附录 A：数值模拟 [APPENDIX A:
NUMERICAL SIMULATIONS]
数值模拟QIF神经元的种群 [Eq(1)]，我们使用欧拉

方法，时间步长 dt = 10−4。种群有N = 104个神经元，

洛伦兹分布为等式 (11)使用 ηj = η̄+∆arctan[π/2(2j−
N − 1)/(N + 1)] 确定性生成，其中 j = 1, . . . , N 和

∆ = 1。

QIF神经元 (Ij > 0)的膜电位从给定的膜电位正值
达到无穷大所需的时间为 arctan

(√
Ij/Vp

)
/
√
Ij。对于√

Ij ≪ Vp，这个表达式可以近似为

arctan
(√

Ij/Vp

)√
Ij

≈ 1

Vp
.

在模拟中，我们考虑了 Vp = −Vr = 100，并使用了之前

的近似。因此，神经元从 Vp到无穷大的时间为 1/Vp ≈
10−2。此外，从负无穷大到 Vr 的时间为 1/Vr ≈ 10−2。

数值上，一旦神经元的膜电位 Vj 满足 Vj ≥ Vp，神经元

被重置为 −Vj，并在那里保持不应时间 2/Vj。当 Vj 达

到无穷大时，神经元产生一个峰值，即跨越 Vp 后的时

间间隔为 1/Vj。由于 dt是有限的，因此在数值模拟中
不能精确地评估峰值的精确时间。然而，模拟结果非常

符合该理论，提供了 1/Vp ≫ dt。

为了评估平均膜电位 v，我们计算了在不应期丢弃
这些神经元的种群平均值。不需要选择 Vp = −Vr，但

这样观察到的平均膜电位 V 与理论一致，与等式中的
定义一致 (8).平均突触激活量等式 (3)使用内在卫生步
骤函 aτ (t) = Θ(τ − t)/τ 和 τ = 10−3 进行评估。在大

小为 δt = 2 × 10−2 的滑动时间窗口内，获得了瞬时发

射率的装箱时间和计数峰值 (图 3)。

附录 B：EQ. (18)的证明 [APPENDIX
B: PROOF OF EQ. (18)]

等式 (18)的倒数为

W =
1− Z∗

1 + Z∗

回顾等式 (7)和 (9)，我们写出的宏观场是

W (t) =

∫ ∞

−∞
w(η, t)g(η)dη,

其中 w ≡ x + iy。插入保形映射 w = (1 − α)/(1 + α)

到方程式 (15)中，我们可以得到

W (t) =

∫ ∞

−∞

[
1− α(η, t)

1 + α(η, t)

]
g(η)dη.

利用几何级数公式，并分组 α的幂，我们可以计算积分，

得到

W (t) = 1− 2Z∗(t) + 2Z∗
2 (t)− 2Z∗

3 (t) + · · · ,

其中，Zm 为广义序参数 [57]：

Zm(t) =

∫ ∞

−∞
g(η)

∫ 2π

0

ρ̃(θ | η, t)eimθdθdη

=

∫ ∞

−∞
g(η) [α∗(η, t)]

m
dη

因为，对于洛伦兹 g(η), Zm(t) = [α∗(η = η̄ − i∆, t)]
m

=

Z(t)m，我们可以在等式中恢复幂级数 (B2)，并以等式
格式得到结果 (B1)。

附录 c：任意电流分布的结果
[APPENDIX C: RESULTS FOR
ARBITRARY DISTRIBUTIONS OF
CURRENTS]
在这个附录中，我们比较了在正文中获得的结果，

使用电流 g(η) 的洛伦兹分布，与其他分布。结果在定

性上是相似的，如图 5–7所示。
注意，如果一个特定的分布 g(η)有 2n个极点 (它

们都在实轴上)。我们可以很容易地得到由 n 个复值常
微分方程组成的频率方程。即使 g(η)不满足这个条件，

如在高斯分布或均匀分布的情况下，洛伦兹的安萨兹仍

然成立 (见下文)。
此外，通过积分等式，还可以有效地模拟种群的动

态 (10)对于一个近似于特定 g(η)[58]的 η值的样本。然
而，如果 g(η)是一个离散分布 (或有一个离散部分)，如
狄拉克函数 g(η) = δ(η − η̄)，所谓的渡边-斯特罗加茨
理论适用 [47,60,61]，和“洛伦兹流形”不再吸引因为
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动力学极其退化，类似于哈密顿系统。

1 稳态 [Steady states]

考虑到方程式 (1)和 (2)中的 I(t) = 0，对于任意的

电流分布，可以找到具有稳定发射率 r(t) = r0 的解。

正如我们在正文中指出的，对于那些本质上活跃的

(η > −Jr0)，连续性方程 (4)的平稳解必须与它们的速
度成反比；也就是说，

ρ0(V | η) =
c(η)

V 2 + η + Jr0
,

其中，规范化常数是 c(η) =
√
η + Jr0/π。则每个 η值

的发射率为

r0(η) = ρ0(V →∞ | η)V̇ (V →∞ | η, t) = c(η),

而对所有放电神经元的整合为 r0 提供了自洽的条件：

r0 =

∫ ∞

−Jr0

c(η)g(η)dη

它适用于任何分布的 g(η)[参考文献 [40]的等式 (45)中
得到了一个类似的表达式]。对于洛伦兹 g(η)，等式中

的积分 (C1)可以计算，求解 r0的结果方程，得到与在

FREs(12)中设置 ṙ = v̇ = 0的结果一致的稳态。

2 稳态的线性稳定性分析 [ Linear stability
analysis of steady states]

假设 LA捕获了 QIF神经元种群的实际动态，我们
也可以研究任意分布的 g(η)的稳态的稳定性。事实上，

无穷小扰动的演化，

w0(η) ≡ x0(η)+iy0(η) =


√
η + Jr0 if η > −Jr0

−i
√
−η − Jr0 if η ≤ −Jr0,

. 是由等式 (10)的线性化决定的:

∂tδw(η, t) = i (Jδr − 2w0δw) ,

其中 δr(t) = (2π)−1
∫∞
−∞ [δw(η, t) + δw∗(η, t)] g(η)dη

为了找到特征值 [62]的离散谱，我们使用 [62]δw(η, t) =
b(η)eλt 得到

[λ+ 2w0(η)i] b(η)e
λt =

iJ

2π

∫ ∞

−∞

[
b(η)eλt + b∗(η)eλ

∗t
]
g(η)dη.

求解 beλt 的方程，我们找到

b(η)eλt =
1

2w0(η)− iλ

J

2π

∫ ∞

−∞

[
b(η)eλt + b∗(η)eλ

∗t
]
g(η)dη.

在方程两边的复共轭求和后，我们乘以 g(η)，再对

η积分。这允许去积分
∫ (

beλt + b∗eλ
∗t
)
gdη

1 =
J

2π

∫ ∞

−∞

[
1

2w0(η)− iλ
+ c.c.

]
g(η)dη.

局部分岔与方程 (C5)和 (c6)之间完全一致的边际稳定

性有关。得到了 Re(λ)→ 0中洛伦兹分布的结果。与模

拟 QIF 神经元网络得到的洛伦兹安萨茨模型的假设相
一致。关于文本，我们期望鞍节点类型的分岔相关。因

此，从等式开始 (C3)我们发现了鞍节点的分岔位于

JSN =
2π∫∞

−∞
x0(η)

|w0(η)|2
g(η)dη

.

因此，在 η > −Jr0时 x0 =
√
η + Jr0，否则为零，我们

可以将 η上的集成限制为 (−Jr0,∞)的范围。现在，乘

以等式 (C4)由等式提供 (C1)，在定义了 ξ = JSNr0 之

后，我们得到了两个方程，允许我们系统地找到任意电

流分布的鞍节点分叉的轨迹：

JSN =
2π∫∞

0
η−1/2g(η − ξ)dη

包含 ξ的解为

ξ =
2
∫∞
0

η1/2g(η − ξ)dη∫∞
0

η−1/2g(η − ξ)dη
.

3 均匀分布和高斯分布的双稳态区域
[Bistability region for uniform and
Gaussian distributions]

对于电流的均匀分布，公式 (C5)和 (C6)特别容易
解决：

g(η) =

 1
2γ for |η − η̄| < γ

0 otherwise.

在定义了重新缩放的参数之后 η̃ = η̄/γ and J̃ =

J/
√
γ,我们发现鞍节点的两个分支 η̃ = −1/3 :

J̃
(1)
SN =

2π√
3η̃ + 3

,

J̃
(2)
SN =

2π√
η̃ + 1 + 2

√
1
3 + η̃2 −

√
η̃ − 1 + 2

√
1
3 + η̃2

.

这些函数绘制在图中，使用QIF神经元网络确认了这些
边界的正确性。对于高斯分布

g(η) =
1√
2πσ

e−(η−η̄)2/(2σ2),

方程式 (C5)和 (C6)的解可以用数值方法找到。结果如
图 5(b).所示同样，方程式 (C5)和 (C6)之间有一个完美
的一致点。推导假设洛伦兹 Ansatz，得到模拟 QIF神经
元网络的数值估计。
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4 均具有外部周期性电流的兴奋性网络
[Excitatory networks with external
periodic currents]

放电速率方程 (12) 预测了在图 1 的阴影区域中存
在一个稳定的焦点。由于 QIF神经元的瞬态同步放电，
被这个不动点吸引的轨迹显示出放电速率和平均膜电

位的振荡。

当一个外部周期电流被注入到网络中的所有神经

元时，固定点周围的螺旋动力学导致了图 2 中观察到
的爆发行为，以及图 3中所示的宏观混沌的出现。在这
里，我们调查是否类似的现象发生时，当一个外部相同

频率的周期电流被注入到具有均匀或高斯分布电流的

兴奋网络中。

我们引入了一个正弦强迫 I(t) = I0 sin(ωt)，观察

到的行为与洛伦兹 g(η) 在正文中报道的行为定性地相

同。在低频强迫下，系统显示周期性的爆发，见图 6，只
要参数设置在双稳态区域内 (见图 5 中的黑色三角形)。
此外，需要注意的是，图 6中对于电流的洛伦兹分布的
发射速率和平均膜电位的范围与图 2中的相似。
对于图 3所示的模拟，我们接下来将注入电流的频

率增加到 ω = π，以研究高斯分布电流网络中宏观混沌

的出现。图 7显示了一个明显的混乱状态的出现。观测
到的动力学与图 3相似，说明它是混沌的。这种类型的
混沌仍然存在于热力学极限 N →∞。除此之外，由于
“残余”有限尺寸效应，还可能存在高维但弱混沌动力

学。

附录 D：由独立的噪声项驱动的相同
的 QIF神经元 [APPENDIX D:
IDENTICAL QIF NEURONS
DRIVEN BY INDEPENDENT NOISE
TERMS]
现在，我们将上述和正文中获得的淬灭异质性 g(η)

的结果与由噪声驱动的相同神经元 g(η) = δ(η − η̄)的

结果进行比较。具体来说，输入电流现在被视为

Ij = η̄ + Jr(t) + ξj(t),

其中 ξj是具有期望值的独立白噪声项 ⟨ξj(t)⟩ = 0, ⟨ξj(t)ξk (t′)⟩ =
2Dδjkδ (t− t′).

在热力学极限下，密度 ρ(V, t) 服从 Fokker-Planck

方程:

∂tρ+ ∂V
[(
V 2 + η̄ + Jr

)
ρ
]
= D∂2

V ρ

洛伦兹安萨茨不是这个方程的解，但我们在这里证明了

用淬火非均匀性观察到的现象也出现在独立噪声源。熄

灭的洛伦兹非均匀性和高斯噪声在宏观水平上的定性

相似性已经在以前的工作 [63]中被注意到。
这在等式中的一个微妙的点 (D2)是它的无量纲化

需要一个不同的 (与∆相比)重新缩放D : Ṽ = V/D1/3, η̃ =

η/D2/3, J̃ = J/D1/3, t̃ = tD1/3 ( r̃ = r/D1/3
)
。

数值模拟显示了一个双稳态区域的存在，见图 8(a)，
类似于观察到的淬火非均质性区域，如图中 1(a) 和 5。
显然，真正的双稳性只适用于热力学极限，而我们观察

到的接近每个固定点的停留时间相当长 (详见图 8的标
题)。此外，为了研究和比较相同的噪声驱动神经元与
FREs(12) 的动力学行为，一个强度的外部电流 I0 = 3

在 t = 0时间注射到所有神经元，如图 2所示。在无花
果中。8(b)和 8(c)，发射速率和平均膜电位的时间序列
在电流注入后明显显示出阻尼振荡，证实了稳定焦点的

存在，与在 FREs中观察到的完全相同 (12)。稳定焦点
的存在反映了网络中瞬态峰值同步的存在，如图 8(d)中
的栅格图所示值得注意的是，栅格图和时间序列与图 2
非常相似。这种相似性不仅是定性的，而且在高斯噪声

驱动的 QIF神经元网络和 FREs(12)之间存在一种接近
定量的拟合，这是假设淬灭的洛伦兹异质性 (橙色曲线)
推导出来的。

附录 E：模型的概化 [APPENDIX E:
MODEL GENERALIZATIONS]
为了说明洛杉矶研究更复杂网络的潜力，我们提供

了具有独立分布电流和突触权重的 QIF 神经元的兴奋
性网络，以及具有分布电流的兴奋性和抑制性 QIF 神
经元的两个相互作用群体。

1 电流和突触权重不同的兴奋性群体

[Excitatory poulation with heterogeneous
currents and synaptic weights]

作为第一个例子，让我们假设当前的 η和突触权值
J都是分布的——参考文献中也考虑了这种类型的异质
性。[40].然后，输入电流将读取 [66]

Ij = ηj + Jjr(t) + I(t).

10
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为简单起见，我们另外假设 η 和 J 是独立分布的，并

且联合分布为 p(η, J) = g(η)h(J)。在洛伦兹的 g(η)和

h(J)最简单的情况下，

g(η) =
∆/π

(η − η̄)2 +∆2
, h(J) =

Γ/π

(J − J̄)2 + Γ2
,

使用洛伦兹分析，这个问题非常简化，现在可以简单地

阅读

ρ(V | η, J, t) = 1

π

x(η, J, t)

[V − y(η, J, t)]2 + x(η, J, t)2
.

发射速率和平均膜电位仅由下半平面两极点的w ≡ x+

iy值决定：

r(t) + iv(t) =

∫∫
w(η, J, t)g(η)h(J)dηdJ

= w(η̄ − i∆, J̄ − iΓ, t).

最后，评估等式 (10)在极点 (η = η̄ − i∆, J = J̄ −
iΓ)，我们得到了确切的 FREs：

ṙ = ∆/π + Γr/π + 2rv,

v̇ = v2 + η̄ + J̄r + I(t)− π2r2.

与等式相比，这些方程 (12)只是包含一个额外的项+Γr/π。

图 9 显示了从等式中得到的双稳态边界 (E1) 对于不同
比例的 Γ和∆，以及 I(t) = 0。值得注意的是，随着突

触耦合 Γ异质性水平的增加，双稳定性区域向 η̄/∆的

低值和 J̄/
√
∆的高值转移。

2 一对兴奋-抑制种群的放电率方程 [
Firing-rate equations for a pair of
excitatory-inhibitory populations]

每个QIF神经元群体的微观状态由膜电位
{
V

(e,i)
j

}
j=1,...,N

表征，它服从以下常微分方程：V̇
(e,i)
j =

(
V

(e,i)
j

)2

+

I
(e,i)
j , 如果 V

(e,i)
j ≥ Vp,然后 V

(e,i)
j ← Vr. 这里，V (e,i)

j ；

j表示兴奋性 (e)或抑制性 (i)群体中神经元 j的膜电位。
兴奋性和抑制性群体的外部电流分别为，

I
(e)
j = η

(e)
j + Jees

(e)(t)− Jies
(i)(t) + I(e)(t),

I
(i)
j = η

(i)
j + Jeis

(e)(t)− Jiis
(i)(t) + I(i)(t),

其中突触的权重是 Jee, Jii, Jie, Jei。最后，每个种群的

平均突触激活量为

s(e,i)(t) =
1

N

N∑
j=1

∑
k\(tkj )

(e,i)
<t

∫ t

−∞
dt′aτ (t− t′) δ

(
t′ −

(
tkj
)(e,i))

.

这里，
(
tkj
)(e,i)

是兴奋性 (e)或抑制性 (i)群体中 j神经

元的第 k峰值的时间。此外，δ(t)是狄拉克函数，aτ (t)的

时间尺度是由单个突触前峰值引起的标准化突触激活，

例如，aτ (t) = e−t/τ/τ。

应用 LA和正文中描述的方法，可以直接得到与双
种群模型相对应的发射率方程。考虑到无限快速突触的

极限，τ → 0，我们得到了 s(e,i)(t) = r(e,i)(t)。最后，假

设两个种群的电流都呈洛伦兹分布，

ge,i(η) =
1

π

∆e,i

(η − η̄e,i)
2
+∆2

e,i

,

我们得到了放电率方程：

ṙ(e) = ∆e/π + 2r(e)v(e),

v̇(e) =
(
v(e)

)2

+ η̄e + Jeer
(e) − Jier

(i) + I(e)(t)−
(
πr(e)

)2

,

ṙ(i) = ∆i/π + 2r(i)v(i),

v̇(i) =
(
v(i)

)2

+ η̄i + Jeir
(e) − Jiir

(i) + I(i)(t)−
(
πr(i)

)2

.
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