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我们分析了一个耦合二次积分-放电神经元网络的
动力学，它代表了峰值阈值附近的 I类神经元的典型模
型。这个网络是异质性的，因为它包括了固有的尖峰和

可兴奋的神经元。通过考虑到突触脉冲的有限宽度的突

触，耦合是全局的。利用最近开发的一种基于洛伦兹的

简化方法，我们推导了神经元的放电率和平均膜电位的

封闭方程组，它们在无限尺寸的极限下是精确的。对简

化方程的分岔分析揭示了一个丰富的渐近行为的情形，

其中最有趣的是宏观极限环振荡。证明了突触脉冲的有

限宽度是这种振荡存在的必要条件。分析了将尖峰神经

元转化为非尖峰神经元的振荡对老化损伤的鲁棒性。通

过与有限尺寸网络的微观方程解的比较，验证了简化方

程的有效性。

I 引言 [Introduction]
由大量相互作用的非线性动力学元素组成的复杂

系统在自然界中是普遍存在的。这些系统中的同步和其

他集体效应是物理、化学、生物学、社交网络和技术应

用 [1–4]中普遍存在的话题。示例系统包括约瑟夫森连
接阵列 [5]、电网 [6]、心脏起搏器细胞 [7]和人脑 [8]中
的神经元等。

Winfree [9] 对极限环振荡器的集体行为进行了开
创性的理论工作。利用具有分布固有频率的耦合相位振

荡器的平均场模型，他发现集体同步是一种类似于相变

的阈值现象。仓本 [10] 进一步提出了该理论，他提出
了一个具有全对全正弦耦合的相位振荡器的解析可控

模型。仓本模型及其在过去二十年的各种改进进行了广

泛的研究。几年前，Ott和 Antonsen[11]在这些研究中
取得了重大突破。他们表明，在无限尺寸 (热力学)极限
下，库拉本型模型显示了低维动力学，并推导出了系统

宏观演化的显式有限非线性常微分方程集。后来，这一

想法在相位振荡器网络 [12–17]的各种修改中得到了阐
述，并应用于神经元 [18–20]的全局耦合网络、具有空
间依赖耦合 [21]的神经元网络、包含间隙连接 [22]的
网络和脉冲耦合翼模型 [23]。
最近，Montbri´o, Paz´o 和 Roxin [24] 提出了一种

替代方法来减少一个特定类别的神经元系统的一组微

观方程。他们考虑了一个由全对全脉冲模拟耦合二次积

分-发射 (QIF)神经元组成的异构网络，其中一部分处于
尖峰状态，另一部分处于可兴奋 (非尖峰)状态。在热力
学极限下，连续性方程可以用洛伦兹安茨 (LA)求解。因
此，他们推导出了与生物物理相关的宏观量的两个常微

分方程的封闭系统：发射速率和平均膜电位。他们还证

明了洛杉矶与奥特-安东森·安萨茨 [11]之间的关系。
在参考文献 [24] 中考虑仅限于一个相对简单的神

经元相互作用模型。我们假设，在每一个特定的神经元

触发的时刻，突触后神经元产生的相互作用电流可以用

Dirac δ函数来近似。在这里，我们考虑了QIF神经元之
间更真实的突触耦合，它考虑了突触脉冲的有限宽度和

真实突触的其他特性。我们证明了 LA理论也适用于这
种更复杂的情况，并推导了简化方程，导致了更丰富的

动态行为场景。我们发现，突触脉冲的有限宽度是出现

宏观的放电速率和平均膜电位自持续振荡的关键因素。

在本文中，我们还分析了宏观自振荡对局部损伤中

非尖峰神经元转化的局部损伤的鲁棒性。当网络中非活

跃元素的比例超过某个阈值时，宏观振荡停止，这可能

会导致网络生理功能的丧失。这种现象被称为老化过渡

[25]。老化过渡 [26–31]的分析是重要的更深入的真实
人口的属性和功能由活动和不活动单位如哺乳动物生

物钟 [32,33]也有用的开发生物起搏器心跳通过兴奋的
心脏细胞转化为起搏器细胞通过基因转移 [34,35]。在这
里，我们利用QIF神经元的简化方程的优势来分析老化
过渡对耦合强度和突触脉冲宽度的依赖性。

本文的组织结构如下。在第二部分，我们表述问题

并描述我们的模型。在热力学极限下，推导出了燃烧速

率和平均膜电位的简化方程。第三部分和第四部分专门

讨论了简化的宏观方程的分岔分析。并将计算结果与微

观方程组的直接数值模拟结果进行了比较。然后，在第

五部分，研究了宏观振荡对峰值神经元退化的鲁棒性。

最后，在第六部分，我们通过讨论我们的结果来结束本

文。

II 问题的公式化和模型的描述
[PROBLEM FORMULATION
AND MODEL DESCRIPTION]
我们考虑了 N 个所有对所有突触耦合的二次整合

和放电神经元的异质群体。系统的微观状态由神经元的

膜电位 Vjj = 1, ..., N 定义，它满足以下方程式组 [8]：

V̇j = V 2
j + ηj + Isynj

这里的常数 ηj 指定了单个神经元的行为，而 Isyn
j 代表

突触电流。每当膜电位 Vj 达到峰值 Vpeak 时，其电压

就被重置为值 Vreset。为了分析地处理系统，我们假设

Vpeak = −Vreset → ∞。
独立的 (

(
Isyn
j = 0

)
)QIF 神经元是接近峰值阈值的



III 热力学极限 [THERMODYNAMIC LIMIT N → ∞]

I类神经元的典型模型。这些神经元的峰值不稳定通过
不变曲线 (SNIC)上的鞍节点分叉出现，在该不变曲线
中，闭合曲线上的一对不动点合并消失，将曲线转换为

周期轨道。在这种情况下的系统的一个显著特征是，它

在分岔之前表现出兴奋性。在 QIF神经元中，这种情况
由分岔参数 ηj 提供。对于 ηj > 0，神经元处于可兴奋

状态，而对于 ηj < 0，它处于峰值状态。我们假设系

统 (1)同时包含可兴奋性神经元 (ηj < 0)和尖峰神经元

(ηj > 0)。一般来说，我们假设参数 ηj 的值是根据某些

定义的密度函数 g(η)分布的。

现在我们讨论术语 Isynj 负责神经元的突触耦合。突

触耦合的最简单的理论模型是基于假设峰值产生的神

经元非常短，可以由狄拉克 δ函数，也就是说，突触电

流可以由一个 δ函数来自神经元达到峰值电压。基于这

样的假设，Montbrió等人 [24]最近对系统 (1)进行了分
析。在大量神经元N → ∞的热力学极限下，作者发展
了一个基于洛伦兹 ansatz的理论，允许他们将系统 (1)
简化为只有两个放电率和平均膜电位的常微分方程。在

这里，我们使用 LA理论作为一个更现实的突触耦合模
型，并推导出在某些参数值下表现出宏观振荡的简化方

程，而这在 24的模型中是不存在的。我们还表明，我们
的简化模型适用于预测，当峰值神经元的比例减少时，

在系统中出现的老化过渡。

我们从突触电流的标准表达式开始考虑 [8,36]：

Isynj = − (Vj − Vs)
gs
N

N∑
i=1

wjisi,

式中，Vs 是突触的反转电位，gs 是突触后受体的最大

电导，因子 wji是从神经元 i到神经元 j 的突触连接效

能的度量。动作电位导致突触后膜中离子门的打开。在

开放状态 si 下的通道的比例由该方程控制

ṡi = αΘ [(Vi − Vth) /σ] (1− si)− βsi,

其中α, β, σ，Vth 为突触的特征参数，Θ(V ) = [1+exp(−V )]−1

为 s型函数。我们做了以下的简化。我们假设突触动力
学是快速的 (α, β ≫ 1)，所以在等式中的时间导数 (3)可
以忽略，si可以通过Vi表示为 si = αΘ [(Vi − Vth) /σ] / {αΘ [(Vi − Vth) /σ] + β}。
此外我们假设参数 σ > 0很小，s型函数可以近似的步
骤函数Θ [(Vi − Vth ) /σ] ≈ H (Vi − Vth )。然后，假设系

数与 wji = 1耦合，我们得到以下突触电流的表达式：

Isynj = −K (Vj − Vs)S,

其中

S =
1

N

N∑
i=1

H (Vi − Vth) ,

是一个表征突触平均电导率的突触变量，而K = gsα/(α+

β)是定义耦合强度的参数。根据等式 (5)，对平均电导
率的贡献仅来自于那些膜电位超过阈值 Vth 的神经元。

最后，我们的模型的微观方程式如下：

V̇j = V 2
j + ηj −K (Vj − Vs)

1

N

N∑
i=1

H (Vi − Vth) .

III 热力学极限
[THERMODYNAMIC LIMIT
N → ∞]
为了推导出突触耦合神经元集合的宏观方程 (6)，我

们参考了参考文献 [24]中发展的 LA理论。在热力学极
限 N → ∞中，我们可以用连续密度函数 ρ(V | η, t)来
描述系统，其中乘积 ρ(V | η, t)dV 定义了在 t时 V和
V和 V +dV 之间具有膜电位的神经元的比例和参数 η。

该函数满足归一化条件∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ρ(V | η, t)g(η)dV dη = 1

由于振子是守恒的，密度 ρ(V | η, t)服从连续性方程
∂

∂t
ρ = − ∂

∂V

[
ρ
{
V 2 + η −K (V − Vs)S

}]
该方程的一个显著特征是它的平稳解满足洛伦兹函数，

即 ρ0(V | η) ∝
[
(V −KS/2)2 + η +KVsS −KS/2)2

]−1
。

基于这一观察结果，参考文献 [24]的作者假设了等式的
解 (8)一般地 (对于任何初始条件)收敛于一个洛伦兹形
状的函数。

ρ(V | η, t) = 1

π

x(η, t)

[V − y(η, t)]2 + x(η, t)2
,

有两个与时间相关的参数，x(η, t)和 y(η, t)，它们定义

了分布的半宽度和中心。这两个参数表征了系统在一个

简化的子空间中的所有相关动力学。通过与安森 [11]的
关系证实了这一假设的有效性。

洛伦兹函数的参数 x(η, t) 和 y(η, t) 具有明确的物

理意义。对于一个固定的 η，神经元的放电率与洛伦兹

半宽有关

x(η, t) = πr(η, t).

这种关系是通过估计在 V → +∞ 处的概率通量得到
的，根据定义，它是发射率：r(η, t) = ρ(V → ∞ | η, t)V̇ (V →
∞ | η, t)。总发射率 r(t)是通过将乘积 r(η, t)g(η)对 η

进行积分而得到的：

r(t) =
1

π

∫ +∞

−∞
x(η, t)g(η)dη.

2



IV 宏观方程的分岔分析 [BIFURCATION ANALYSIS OF MACROSCOPIC EQUATIONS

此外，通过定义积分

y(η, t) = p.v.
∫ +∞

−∞
ρ(V | η, t)V dV

作为柯西主值 [p.v.
∫ +∞
−∞ f(x)dx = limR→∞

∫ +R

−R
f(x)dx

]
，

我们可以看到平均膜电位等于

v(t) =

∫ +∞

−∞
y(η, t)g(η)dη.

在热力学极限下，突触变量 S = S(t)的定义 (5)中的和
应该用积分代替

S(t) =

∫ +∞

−∞
g(η)

∫ +∞

−∞
ρ(V | η, t)H (V − Vth) dV dη.

对 V变量的积分可以解析地执行，我们得到

S(t) =
1

π

∫ +∞

−∞

{
π

2
− arctan

[
Vth − y(η, t)

x(η, t)

]}
g(η)dη.

将 LA (9) 代入连续性方程 (8)，可以推导出 x(η, t) 和

y(η, t)的两个微分方程组，

ẋ(η, t) = 2x(η, t)y(η, t)−Kx(η, t)S(t),

ẏ(η, t) = η − x2(η, t) + y2(η, t)−KS(t) [y(η, t)− Vs] ,

对于复变量 w(η, t) ≡ x(η, t) + iy(η, t)，它可以写成

ẇ(η, t) = i
[
η − w2(η, t) +K (iw(η, t) + Vs)S(t)

]
.

通过选择洛伦兹函数形式的 η参数的密度分布，可以进

一步得到简化

g(η) =
1

π

∆

(η − η̄)2 +∆2
,

其中 ∆和 η̄ 分别定义了分布的宽度和中心。形式 (18)
允许我们在方程式 (11)、(13)和 (15)中求解 η积分。这

是通过将 w(η, t)从实 η 到复 η 平面进行解析延续，并

关闭下半部平面 [24]中的积分轮廓来实现的。这些积分
的值由 g(η)在下半部 η平面上的极点 η = η̄− i∆决定，

因此我们得到了发射率和平均膜电位与复变量 w 的显

式关系，

πr(t) + iv(t) = w(η̄ − i∆, t),

以及积分 (15)的显式表达式，

S(t) =
1

π

{
π

2
− arctan

[
Vth − v(t)

πr(t)

]}
.

将这些结果放入等式文件中 (17)，即在分离等式 (17)的
实部和虚部时，设置 η = η̄− i∆并使用关系 (19)，最后
推导出发射速率和平均膜电位的方程，

ṙ = ∆/π + 2rv −KrS(t),

v̇ = η̄ + v2 − π2r2 −K (v − Vs)S(t).

把这些方程式和等式放在一起 (20) 形成封闭的宏观模
型 (6)通过真实的突触耦合连接。简化模型 (21)预测大
规模耦合QIF神经元网络行为的潜力如图 1所示。对于
参数 ∆ = 1, η̄ = 0, Vth = 50, Vs = 75,和 K = 20的固

图 1: 从微观模型 (5)和 (6)(蓝色实心曲线)和简化系统
(20)和 (21)(绿色虚线曲线)估算的动力学比较。参数为
N = 10000, ∆ = 1, η̄ = 0, Vth = 50, Vs = 75,和K = 20。

定值，我们比较了由宏观模型 (20)得到的突触变量 S(t)
与由 N = 10000个神经元组成的微观模型 (6)得到的动
力学。我们看到这两种解决方案都是非常一致的。这证

实了上述分析处理的有效性，即 LA理论对于更复杂的
突触耦合的情况是有效的，如参考文献 [24] 中所考虑
的。在这里，我们观察到一个在参考文献 [24]中不存在
的自维持的宏观振荡的机制。

最后，我们对微观模型进行了数值分析。方程式 (6)
的直接数值积分是有问题的，因为QIF神经元的膜电位
在神经元触发时趋于无穷大。为了避免这个问题，我们

改变了变量 Vj = tan (θj/2)，将QIF神经元转化为 theta
神经元，然后进行数值分析 (详见附录 A)。

IV 宏观方程的分岔分析
[BIFURCATION ANALYSIS OF
MACROSCOPIC EQUATIONS
宏观模型 (21)由两个常微分方程组成，并包含 5个

参数：∆，η̄，K，Vth，和 Vs。为了不丧失一般性，我

们可以设置∆ = 1，因为这个参数可以通过适当的重新

调整变量 r, v和 t来省略。为了进一步减少参数的数量，

我们考虑了极限 Vs → ∞和K → 0，而乘积KVs仍然

有限。然后是方程式 (21)可以写成：

ṙ = 1/π + 2rv ≡ f(r, v),

v̇ = η̄ + v2 − π2r2 + JVth S(t) ≡ g(r, v),

其中，一个新的参数 J = KVs/Vth 定义了简化模型中

突触耦合的强度。因此，我们仍然只有三个独立的参数

η̄, J，和 Vth。微观上的方程式 (6)在这种情况下，请简

3
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化为

V̇j = V 2
j + ηj + J

Vth

N

N∑
i=1

H (Vi − Vth )

和方程式 (16)对于 x(η, t)和 y(η, t)的读取

ẋ(η, t) = 2x(η, t)y(η, t),

ẏ(η, t) = η − x2(η, t) + y2(η, t) + JVth S(t).

由等式所描述的突触电流的表达式 (23)，忽略了由因
子 Vj − Vs定义的膜电位的线性依赖，经常用于简化的

突触模型。这是一个很好的近似于小的兴奋性突触在一

个大的隔室 [37]。在这种情况下，膜的去极化很小，在
兴奋性突触后电位过程中 Vj − Vs的差异变化不大。然

而，如果突触位于一个薄薄的树突上，那么当突触被激

活时，局部膜电位 Vj 会发生显著的变化。在这种情况

下，原始的模型 (6)似乎更合适。
下面我们主要集中在简化的模型 (22)上，因为它有

助于系统的分岔分析。它允许我们推导出分岔曲线的解

析表达式。值得注意的是，在附录 B中，我们证明了简
化系统 (22)和原始模型 (21)的分岔图在定性上是相似
的。该简化模型的另一个优点是，宏观 (22)和微观 (23)
方程都可以转换为 [24]中相应的方程在限制 Vth → ∞。

事实上，在这个限制下，在等式中的术语Vth S(t)(22b)
转换为等式中的发射率 r(t)和术语Vth H [Vi(t)− Vth ](23)
趋向于Dirac δ函数 δ (t− tsi )，其中 tsi 是第 i个神经元触
发的时刻，即它的膜电位接近无穷大。当阈值电压 Vth

有限时，神经元通过有限宽度 t的脉冲相互作用。对于较
大的 Vth，脉冲宽度和阈值电压之间有一个简单的关系。

在接近第 i 个神经元的发射时刻 tsi 时，其动力学可以

用微分方程 V̇i = V 2
i 来近似。这个方程的解是 Vi(t) =

(tsi − t)
−1
，因此术语 VthH [Vi(t)− Vth] 产生一个位于

点 tsi 左侧的矩形脉冲。脉冲的宽度是 ∆t = 1/Vth，其

高度是 Vth，所以对于任何一个大的 Vth，脉冲下的面积

等于单位。因此，我们可以分析当考虑到突触脉冲的有

限宽度时，模型 [24]的动力学特性是如何变化。我们强
调，对于较大的 Vth，由术语 VthS(t)产生的突触脉冲下

的面积与 Vth 无关。这就是为什么我们在等式中突触电

流表达中引入 Vth。

在图 2中，我们展示了固定阈值电压 Vth = 50下的

宏观模型 (22)在参数 (η̄, J)平面上的分岔图。在 (η̄, J)

平面上有六个区域具有不同的系统特征行为，如图右侧

的相位图所示。在区域 (I)、(III)和 (IV)中，系统有一个单
一的固定点。在区域 (I)中，有一个稳定的节点，而在区
域 (IV)中，有一个稳定的焦点。区域 (III)的特征是存在
一个不稳定的焦点和一个稳定的极限环，产生发射速率

和平均膜电位的宏观振荡。其余区域 (II)、(V)和 (VI)的

特征是存在三个固定点。在区域 (II)中，只有一个不动
点是稳定的，而区域 (V)具有双稳定性的特征，即有一个
稳定的节点和一个由鞍形不动点分隔的稳定的焦点。区

域 (VI)也具有双稳定性特征，但这里我们同时存在一个
稳定的不动点和一个稳定的极限环，它们再次被一个鞍

不动点分开。并将此分岔图与参考文献中的图 1进行了
比较。[24]我们可以看到，突触脉冲的有限宽度在分岔
图中产生了三个额外的区域：(II)、(III)和 (VI)。它们与
宏观极限环振荡的出现有关，而这在由零宽度脉冲描述

的突触耦合的情况下是不存在的。

值得注意的是，在有限宽度脉冲中耦合的 theta神
经元模型中观察到宏观极限环振荡 [18]。然而，该模型
中的耦合项的形式并不是物理驱动的。这是一个纯粹的

数学假设，即使在定性上也不能反映突触耦合的主要性

质，例如，根据该模型，处于重置后状态的神经元对突

触电流有贡献。

下面我们将更详细地讨论在参数平面 (η̄, J) 上出

现的分岔，并通过对微观模型 (23) 的数值模拟来验证
它们的存在。首先，我们考虑局部分岔，它可以完全通

过不动点的局部稳定性性质的变化来分析。变量 (r, v)

平面上不动点的坐标 (re, ve)通过求解超验方程得到：

f (re, ve) = 0,

g (re, ve) = 0.

一般情况下，这些方程的封闭解是不可用的，但参数平

面 (η̄, J)上的局部分岔曲线可以用参数形式解析导出。

A 鞍结分岔 [Saddle-node bifurcation]

当动力系统的两个不动点碰撞并湮灭时，发生鞍节

点 (SN)分岔。这个分岔是由这个条件来定义的。

det [A (re, ve)] = 0,

其中 A (re, ve)是系统 (22)在不动点上计算的雅可比矩
阵。组合起来方程式 (25)和 (26)，对于 (η̄, J)平面上的

SN分岔曲线的以下参数方程，可推导出如下：

JSN =
2
(
v2e + r2eπ

2
) [

(Vth − ve)
2
+ r2eπ

2
]

Vthre (Vth − 2ve)
,

η̄SN = π2r2e − v2e − JSNVthS,

其中，ve = −1/ (2πre)和变化的参数是 re。变量 S由
等式定义。(20)其中 r和 v必须分别用 re和 ve代替。对

于固定的 Vth = 50，SN分叉如图 2所示，显示为蓝色
实心曲线。这条曲线有两个分支。这些分支合并的点对

应于尖点 (CP)分岔。在这里，雅可比矩阵的两个特征
值都消失了。
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IV 宏观方程的分岔分析 [BIFURCATION ANALYSIS OF MACROSCOPIC EQUATIONS

图 2: 宏观模型的双参数分岔图 (22)。固定参数 Vth = 50的参数空间 (η̄, J)中的分岔。蓝色实心曲线表示鞍节点
分岔，红色虚线曲线表示安多罗诺夫-霍普夫分岔，绿色连接点表示同宿分岔。虚红色曲线将具有稳定节点和稳
定焦点的区域分开。点 BT和点 CP分别表示波格达诺夫-takens和尖点分岔。罗马数字标记的区域对应以下一组
不动点和不变曲线：(I)稳定节点；(II)不稳定焦点、不稳定焦点、不稳定焦点和稳定极限环；(II)稳定节点、稳
定焦点和鞍；(VI)稳定节点、鞍、不稳定焦点和稳定的极限环。图的右侧描述了系统在标记区域的典型相位图。

图 3: 随着阈值电压数 Vth 的增加，Androv-Hopf分岔曲
线的变化。

B 霍普夫分岔 [Andronov-Hopf bifurcation

对于二维系统 (22)，Andronov-Hopf(AH)分岔由两
个条件定义：

tr [A (re, ve)] = 0,

det [A (re, ve)] > 0.

组合起来的方程式。(25)利用 (28a)并考虑到条件 (28b)，
我们可以再次推导出 (η̄, J)参数平面上的AH分岔曲线
的参数表达式：

JH =
−4ve

[
(Vth − ve)

2
+ (πre)

2
]

Vthre
,

η̄H = π2r2e − v2e − JHVthS,

与 ve = −1/ (2πre)和 re 重新作为变化的参数。变量 S
的定义方式与等式中定义的方式相同 (27b). 在图 2 中，
Vth = 50处的 AH分叉用红色虚线曲线表示。这条曲线
在 BogdanovTakens (BT)分岔点处与 SN曲线连接。

AH曲线上方的区域具有极限环的存在的特征。因
为对于 Vth → ∞，模型 (22)转换为 [24]的模型。对于
不具有自振荡的，分析极限环振荡如何随着 Vth 的增加

而消失是很有趣的。为此，在图 3中，我们绘制了不同
参数 Vth 值的 AH曲线族。我们可以看到，当参数 Vth

增加时，这些曲线在 (η̄, J)平面上上升。这意味着提供

自振荡的耦合强度 J的阈值随着 Vth 的增加而增加，而

对于任何有限的 J和 η̄，当 Vth → ∞时自振荡都是不可
能的。

C 同宿分岔 [Homoclinic bifurcation]

同宿分岔 (HB)是一个全局分岔，在这种情况下，它
不能解析地指定。表示同斜分岔的曲线如图 2中的绿色
连接点所示。采用 [38]射击法进行了数值估计。HB曲
线从 Bogdanov-Takens点开始，然后接近 SN曲线的右
侧分支。
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V 老化过渡 [AGING TRANSITION]

D 宏观模型和微观模型中分岔的比较
[Comparison of bifurcations in the
macroscopic and microscopic models]

为了验证宏观模型 (22) 预测上述分岔在微观系统
(23)，在图 4 中我们情节突触变量的渐近值 (乘以 Vth )
作为参数 η̄的函数从宏观和微观模型。这些图显示了阈

值电压 Vth = 50的固定值和耦合强度 J的不同值。曲线
表示用延拓法得到的宏观模型的结果，而符号表示用微

观方程的数值模拟得到的结果。在所有情况下，这两种

结果之间都有很好的一致性。鞍节分岔出现在图中。在

η̄值处分别为 4(a)和 4(c)，其中代表稳定不动点的红色
实心曲线与对应于不稳定不动点的蓝色虚线曲线合并。

在图 4(b)中，SN分岔表现为两个不稳定不动点的碰撞
和湮灭。安德罗诺夫-霍普夫分岔出现在图 4(a) 和 4(c)
中。其中红色实心曲线分支成三条曲线：一条蓝色虚线

曲线和两条实心绿色 (浅色) 曲线。后两条曲线表示振
荡变量 S (t)Vth的最大值和最小值。同斜分叉见图 4(b).
对于较大的 η̄，系统中唯一的吸引子是极限环。当参数

η̄减小时，极限环与一个不稳定的不动点发生碰撞，振

荡突然消失。然后，唯一具有低突触活性的稳定稳态溶

液仍然留在系统中。请注意，在图中。4(a)和 4(c)，在
参数 η̄ 的一定时间间隔内存在双稳定性。在图 4的 (a)
中，一个稳定的极限环与一个稳定不动点，而在图 4的
(c)中，有两个稳定的不动点共存。

V 老化过渡 [AGING TRANSITION]
关于大量耦合神经元的最重要的问题之一是，它的

宏观活动是如何对抗各种类型的局部损伤或退化，从而

使一些神经元变得非尖峰。当不活跃神经元的比例 p逐
渐增加时，全局振荡的振幅减小，并在某个临界值 pc处

消失。这种现象被称为老化转变。参数 pc 在区间 [0,1]
中变化，并作为抗老化健壮性的指标。电脑越大，系统

对神经元失活损伤的影响就越强大。

在这里，我们分析了老化效应的模型中描述的微观

方程式 (23)和宏观方程式 (22)。我们特别感兴趣的是老
化转变如何依赖于耦合强度和突触脉冲的宽度。在我们

的网络中，将自由神经元细分为活跃和非活跃神经元的

分岔参数是 η。具有 η < 0的神经元是不活跃的；对于

η = 0，它们处于一个可兴奋的状态。具有 η > 0的神经

元是活跃的；对于 η = 0，它们产生周期性的峰值。如

果参数 η满足洛伦兹分布 (18)，则非活跃神经元的比例
为

p =
1

2
− 1

π
arctan(η̄).

图 4: 突触变量 S的渐近值乘以 Vth 作为参数 η̄的函数。
红色实线曲线表示稳定不动点，蓝色虚线曲线表示不
稳定不动点，绿色 (浅)实线曲线表示周期性振荡变量
S(t)Vth 的最小值和最大值。曲线来自宏观模型 (22)，而
符号显示了对 QIF神经元的数值模拟结果。平方表示
SVth的平均平稳值，星号表示振荡变量 S (t)Vth 的平
均最小值和最大值。参数分别为 N = 10 000、Vth = 50、
(a) J = 25、(b) J = 20和 (c) J = 15。

回想一下，假设洛伦兹矩阵的宽度是 ∆ = 1。因此，p
的值由洛伦兹分布的中心 η̄唯一定义定义。当 η̄从−∞
增加到 +∞时，非活动神经元的比例 p从 1单调下降
到 0。当 η̄ = 0时，参数 p等于 1/2。

在图 5中，我们展示了QIF神经元在微观和宏观水
平上的衰老转变。在这个图的每个面板中，曲线显示了

放电率的宏观动态 (顶部的图形)，而彩色的 (底部的)图
形代表了特定神经元的 θj 阶段的动态。θj 与电压 Vj 相
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V 老化过渡 [AGING TRANSITION]

关，分别为 Vj = tan (θj/2)。在第 j个神经元的峰值时
刻，其电压趋近于无穷大 Vj → ∞，对应于相位 θj → π。

在所有面板中，我们固定耦合强度和阈值电压，通过改

变 η̄只改变参数 p。在图 5(a)中，几乎所有的神经元都
是活跃的；不活跃的神经元的比例仅为 p = 0.01。由于
突触耦合，大多数活跃的神经元同步并产生大振幅的放

电率振荡。在无花果中。5(b)和 5(c)时，非活性神经元
的比例分别增加到 p = 0.05和 p = 0.3。神经元的相干性
降低，从而导致放电率振荡振幅的降低。最后，当参数

p超过某个临界值时，发射率停止振荡。p = 0.92如图
5(d)所示。在这里，几乎所有的神经元都被熄灭到可兴
奋的状态，而少量的不连贯的尖峰神经元不能迫使不活

跃的神经元产生尖峰。

值得注意的是，只有当几乎所有的神经元，包括那

些没有耦合的神经元产生峰值时，放电率的宏观振荡才

会发生。因此，分析耦合如何影响不活跃神经元的比例

P是很有趣的。我们用大写字母 P表示耦合网络中不活
跃神经元的比例，以区分在无耦合情况下不活跃神经元

的比例 P。显然，对于 J = 0，这些定义相一致，P = p。当
没有宏观振荡时，可以解析地估计出 P值。在这种情况
下，突触变量 S (t) = S以及密度 ρ(V | η, t) = ρ(V | η)
与时间无关，从积分中可以找到峰值神经元 R = 1−P的
比例

R =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

ηc

ρ(V | η)g(η)dηdV.

这里的 ηc = −JVthS是参数 η的临界值，该参数将相互

作用的神经元细分为尖峰 (η > ηc)和非尖峰 (η < ηc)。

为了估计平稳密度 ρ(V | η)，我们需要找到方程式
(24)的平稳解，并将其替换成等式 (9)方程式的平稳解。
对于满足不等式 (24) 的尖峰神经元，η > −JVthS 为

y(η, t) = 0和 x(η, t) =
√
JVthS + η。因此，η > ηc 的

平稳密度被读取

ρ(V | η) = 1

π

√
JVthS + η

V 2 + JVthS + η
.

替换方式 (18)和 (32)进入等式 (31)并求解积分，得到
P = 1−R的表达式：

P =
1

2
− 1

π
arctan (JVthS + η̄) .

通过对中的平衡条件 (25)表示 J，可以得到 P对 J的参
数依赖性

J = − η̄ + v2e − π2r2e
VthS

.

所期望的依赖性是由方程式 (33)和 (34)来定义的，其中
ve = −1/ (2πre)和变化的参数是 re。变量 S由等式 (20)
定义，其中 r和 v必须分别用 re和 ve代替。在图 6(a)中，
这种依赖关系由固定的 Vth 和不同的 η̄值的实心曲线绘

制出来。这种依赖性与微观方程的直接数值模拟结果很

一致。(23)图中以符号表示。我们可以看到，耦合强度
的增加导致了不活跃的神经元的比例的减少，并且当几

乎所有的神经元都变得活跃时，就会出现宏观振荡。通

过 Hopf分岔出现宏观振荡的耦合 Jc的临界值，并在图
中用垂直虚线表示。

当非活动神经元的初始比例 p 较大时 (对于 η̄ =

−5)，在耦合强度 J的一定区间内存在双稳态，其中宏
观振荡与稳态共存。数值模拟微观上的方程式 (22) 在
这种情况下，当耦合强度逐渐增加和降低时，出现了

一种滞后现象。在图 6(b) 中，我们展示了在没有耦合
的情况下，当改变控制非活跃神经元的比例 P 的参数
η̄ 时，耦合网络中非活跃神经元的比例 P 是如何变化
的。P 对 P 的参数依赖性由方程式 (30) 和 (33) 定义，
其中参数 η̄ 必须从系统 (22) 的平衡条件 (25) 中提取，
η̄ = π2r2e − v2e − JVthS。同样，通过微观方程的直接

数值模拟得到 P对 P的依赖。(22)与方程式 (30)和 (33)
得到的结果吻合较好。我们可以看到，当耦合强度 J值足
够大时，非耦合网络中非活跃神经元比例 P的增加几乎
不影响耦合网络中非活跃神经元的比例 P。因此，该系
统对衰老的鲁棒性是由于大多数耦合神经元随着 p 的
增加而保持活跃。从图 2中的分岔图中，以与临界值 Jc

相似的方法数值估计了振荡不存在的临界值 pc。它们

在图 6中用垂直的虚线表示。我们可以看到，对于 J =
15和 J = 25，当 p分别增加到 pc = 0.71和 pc = 0.94

时，振荡仍保持不变

鲁棒性准则 pc 与耦合强度 J的依赖关系如图 7所
示。参数平面上的彩色区域 (Jp)对应于发射速率和平

均膜电位的宏观振荡的存在。红色实曲线表示的区域边

界定义了鲁棒性 pc 对耦合强度 J的依赖关系。当耦合
强度超过某个定义值时 (对于给定的参数值为 J ≈ 15)，
当参数 pc 接近 1时，系统变得非常抗老化。随着耦合
强度的进一步增加，高水平的鲁棒性几乎保持不变。

区间 20 <J < 24 的鲁棒性的复杂依赖性与双稳定
性有关。这个区域在插图中被放大了。在这个地区的上

部狭窄的部分系统既可以显示宏观振荡，也可以处于稳

定的静止状态。有趣的是，这里的系统可能对参数 p的
变化表现出违反直觉的响应。假设参数取自图的上窄部

分，并选择初始条件，使系统显示宏观振荡。然后，p
的减少，即峰值神经元比例的增加，将导致振荡的突然

停止。最后，在图 8中，我们展示了鲁棒性 pc 对阈值

电压 Vth 的依赖关系，它与突触脉冲的宽度成反比。参

数平原上的彩色区域 (Vth，p)再次对应于宏观振荡的存
在，边界曲线代表了 pc的鲁棒性。从图中可以看出，当

Vth 值处于一定区间时，系统具有抗老化的鲁棒性。耦
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VI 讨论 [DISCUSSION]

图 5: N个 =1000个突触耦合的 QIF神经元的放电率 r(每个面板中的顶部图形)和由颜色表示的阶段 θj(每个面
板中的底部图形)的动态。参数为 Vth = 50、J=15、(a)=0.01(η̄ = 31.82)、(b)p=0.05(η̄=6.31)、(c)p=0.3(η̄=0.73)和
(d)p=0.92(η̄ ==−3.89)。

图 6: (a)在不同参数 η̄下，耦合网络中非活动神经元的
比例 P作为耦合强度 J的函数。实心曲线表示由方程
式 (33)和 (34)得到的解析结果，而符号显示了使用 N=
10 000个神经元的微观模型的数值模拟结果。η̄ = −5
的方块和星号分别对应于耦合强度的增加和减少。垂
直的虚线表示宏观振荡的开始。它们对应于以下耦合
强度值：J

(1)
c = 12.67(η̄ = 5)、J

(2)
c = 14.68(η̄ = 0)和

J
(3)
c = 17.22(η̄ = −5)。阈值电压为第 = 50条。

图 7: (J,p)平面上的分岔图。彩色区域对应于发射速率
和平均膜电位的宏观振荡。用红色实心曲线表示的该
区域的边界定义了鲁棒性参数 pc 对耦合强度 J的依赖
关系。插图显示了主人物的一个放大区域。阈值电压为
Vth = 50。

合强度 J越大，时间间隔越宽。值得注意的是，鲁棒性
pc接近于 1，并且几乎独立于 Vth h的特定值 (因此是突
触脉冲的特定宽度)，只要它是从给定的间隔中选择的。
推广了图 7 和 8 中所示的结果，我们可以得出结

论，如果突触脉冲的耦合强度和宽度足够大，那么突触

耦合的 QIF 神经元的异质网络中的宏观振荡对衰老损
伤具有很强的鲁棒性。即使大部分尖峰神经元转化为可

兴奋的神经元，全局同步振荡也保持不变。

8
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VI 讨论 [DISCUSSION]
我们分析了一个由全耦合的二次积分-触发神经元

组成的异质网络，其中考虑了突触脉冲有限宽度的突触

相互作用。该网络包含了静止但可兴奋的神经元和自发

的峰值神经元的混合物。应用最近发展的一种基于洛伦

兹 [24] 的还原技术，我们推导了神经元放电率和平均
膜电位的封闭方程组，这是精确的热力学极限。对这些

方程的分岔分析揭示了渐近行为的渐近情形，包括具有

较低和高时间无关的峰值率的两个稳定平衡态，以及发

射速率和平均膜电位的周期极限环振荡。该系统还可以

表现出与两个稳定平衡态或稳定极限环和稳定平衡态

共存的双稳定性。我们发现，突触脉冲的有限宽度是

宏观自振荡出现的必要因素。在简化模型 [24] 中，突
触脉冲近似于 Dirac δ 函数，这种振荡不存在。简化的

图 8: 不同耦合强度 J值下的 (Vth , p)平面上的分岔图。
在彩色区域中，可见宏观的振荡。由红色实心曲线所描
绘的区域的边界定义了参数 pc 对阈值电压 Vth 的依赖
关系

宏观方程组有助于分析网络中的老化过渡，即宏观自振

荡对损伤的鲁棒性，这增加了网络中不活跃神经元的比

例。通过研究老化转变对突触耦合强度和突触脉冲宽度

的依赖性，我们确定了如果后两个参数足够大，该网络

对老化损伤具有很强的鲁棒性。即使当大多数固有的尖

峰神经元变成可兴奋的神经元，宏观的自我振荡也会持

续存在。当网络中神经元总数约为 10000个时，所得到

图 9:宏观模型 (21)的双参数分岔图。固定参数Vth = 50
和 Vs = 75在参数空间 (η̄K)中的分岔。所有表示均与
图 2中相同。

的简化方程的结果，与微观方程的直接数值模拟结果非

常吻合；即使对于只有 1000个神经元组成的网络，也
能得到很好的一致性。因此，简化的模型可以很好地预

测有限大小网络的行为，并允许我们更好地理解由大脑

或心脏细胞中的神经元组成的活跃和非活跃单元的真

实网络的特性、功能和鲁棒性。

图 10: 宏观模型 (21)在 (K，p)平面上的分岔图。上轴
为重新调整后的耦合强度 J = KVs/Vth 的值，以便与
图 7中所示的结果进行比较。彩色区域对应于发射速
率和平均膜电位的宏观振荡。用红色实心曲线表示的
该区域的边界定义了鲁棒性参数 pc 对耦合强度 k的依
赖关系。所有参数如图 9所示。

附录 A：数值模拟 [APPENDIX A:
NUMERICAL SIMULATIONS]
微观模型等式的直接数值积分 (6)或等式 (23)是有

问题的，因为QIF神经元的膜电位在神经元触发时趋于

9
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无穷大。这个问题可以通过改变变量来避免

Vj = tan(θj)/2

这将 QIF神经元转化为 theta神经元，其中 θj 第 j个神
经元的阶段。然后，在 θ表示法中的模型 (6)显示：

dotθj = (1−cos(θj))+(1+cos(θj))[ηj+KVsS(t)]−Ksin(θj)S(t)

突触变量 S(t)由等式定义 (5)和替换 (A1)。当 QIF神经
元被触发时，它的细胞膜势接近无穷 Vj → ∞，然后它
的值被重置为负无穷 Vj → −∞。在 theta表示中，这意
味着相位 θj 只是简单地跨越了值 π。theta表示法中的
系统 (23)内容如下：

θ̇j = (1− cos θj) + (1 + cos θj) [ηj + JVthS(t)] .

因此，而不是模拟方程式 (6)和 (23)对于QIF神经元，我
们对等效方程式 (A2)和 (A3)的等效系统进行了数值模
拟。分别为 theta神经元。后一个方程采用欧拉法与时间
步长 dt = 10−4进行积分。N个 theta神经元的数量具有
洛伦兹分布的等式 (18)使用 ηj = η̄+∆tan[(π/2)(2j−
N − 1)/(N + 1)] 确定性生成，其中 j = 1, . . . , N 和

∆ = 1。这样的神经元计数意味着指数为 j < jc = (N+

1)/2− (2N+ 1) arctan(η̄)/π的自由神经元是可兴奋的，

而指数为 j > jc 的神经元是尖峰的。

在方程式 (A2)或 (A3)积分的每一步中，突触变量
(5)估计为 S(t) = dNs/N，其中 dNs 是阶段处于 θ ∈ [
2 arctan (Vth) , π]。同样地，方程式 (A2)的发射率。估
计为 r = dNr/(Ndt)，其中 dNr 是相位位于间隔 θ ∈
(π − 2dt, π) 的神经元数量。这一估计是基于时间步长

dt 很小的假设，因此接近放电阶段 θ = π 的神经元的

相位速度可以近似为 θ̇j ≈ 2。由于 dNr 量随时间波动，

发射率变化不平稳。在图 5中，该函数通过使用大小为
δt = 10−2 的移动平均值进行平滑。

简化系统方程式 (21)和 (22)的初始条件。来自于
theta神经元的方程式 (A2)和 (A3)的初始条件。通过计
算 Kuramoto阶数参数

Z =
1

N

N∑
j=1

exp (iθj)

利用 Z与发射率量W ≡ πr + iv :

W =
1− Z∗

1 + Z∗ ,

其中，Z∗表示 Z的复共轭 (cf。裁判员 [24]以了解更多
细节)。因此，可以利用方程式 (A4) 和 (A5) 从各相 θj

的初始分布中提取出发射速率 r和平均膜电位 v的初始
值。

附录 B：原模型的分岔图和老化过渡
[APPENDIX B: BIFURCATION
DIAGRAM AND THE AGING
TRANSITION FOR THE ORIGINAL
MODEL]
这里我们给出了原始宏观模型方程 (21)的分岔图，

描述了 QIF神经元网络方程式 (6)。突触耦合考虑了反
转电位的有限值。不像由宏观方程式 (22) 定义的简化
耦合情况，这里的分析处理是不可能的。用数值方法得

到的方程式 (21)的分岔图。如图 9所示。利用MatCont
计算了鞍节点和安多诺夫霍夫分岔的曲线。而用射击法

[38]估计了同斜分岔的曲线。比较了图中所示的分岔图。
我们可以得出这样的结论：它们在质量上是相似的。因

此，简化后的模型 (22)可以很好地捕捉到原始模型 (21)
的主要特征。

此外，在图 10中，我们显示了原始系统 (21)的老
化行为。将此图与图 7进行比较，我们可以看到简化模
型 (22)和原始模型 (21)的定性等效性也是守恒的。唯
一的区别是，定义鲁棒性的特征曲线移到耦合强度 J的
较大值。
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